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Chapitre 1
Introduction
1.1 Le proble`me de lubrification en me´canique
Ce rapport de´crit en de´tails les de´veloppements effectue´s dans le cadre de ma deuxie`me
anne´e de premie`re bourse F.R.I.A. et vient comple´ter le dossier de candidature de deuxie`me
bourse. Ce rapport est donc totalement inde´pendant du rapport de premie`re anne´e de
bourse [3].
Pour commencer, rappelons le sujet de ce travail. Depuis de´ja` quelques anne´es, les me´-
thodes nume´riques de mode´lisation des processus de formage des mate´riaux deviennent un
outil important, voire indispensable, dans l’e´laboration de nouveaux proce´de´s ou l’optimi-
sation de proce´de´s couramment utilise´s en industrie. Parmi ceux-ci, le laminage a` froid et
l’emboutissage de toˆles minces nous inte´ressent plus particulie`rement vu nos contacts avec
l’industrie Cockerill.
Jusqu’a` pre´sent, la recherche dans ces domaines s’est principalement focalise´e sur l’e´la-
boration de lois constitutives complexes. L’expe´rience montre cependant qu’une connais-
sance approfondie du comportement des me´taux utilise´s n’est pas suffisante pour pouvoir
repre´senter correctement la re´alite´ sur ordinateur. En effet, les phe´nome`nes tribologiques,
c’est-a`-dire toutes les interactions entre la toˆle et l’outil, que l’on regroupe souvent sous le
nom de frottement, jouent un roˆle primordial sur le re´sultat du processus envisage´. Pour
l’instant, peu de codes e´le´ments finis pre´sentent une mode´lisation du lubrifiant entre la toˆle
et l’outil et toutes les interactions entre les deux surfaces en contact sont re´sume´es a` un
coefficient de frottement et une loi de Coulomb ou de Tresca [36, 11, 8, 56, 27, 12].
Lorsqu’on parcourt la litte´rature sur le sujet (voir les travaux de Liu [16, 22, 15], Wilson
[55, 53, 50, 52], Sheu & Wilson [54, 43], Marsault [29, 28], Lugt [26], Li [20] parmi beaucoup
d’autres), on constate que la plupart des articles traitent du laminage et ceci pour deux
raisons. Premie`rement, le laminage (a` chaud et a` froid) joue un roˆle conside´rable dans
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l’industrie actuelle. En effet, il suffit de regarder autour de soi pour se rendre compte de la
quantite´ d’objets qui comportent des toˆles d’acier ou d’aluminium (industrie du transport
et particulie`rement l’industrie automobile, les emballages, boˆıtes de conserve, canettes, ...).
A l’heure actuelle, une grande partie de la production d’acier passe en premier lieu par
le laminoir avant d’eˆtre envoye´ aux industries spe´cialise´es. Deuxie`mement, le laminage est
un processus stationnaire. Si on ne tient pas compte de l’engagement de la bande dans
l’emprise des cylindres pour amorcer l’ope´ration, on peut laisser tomber tous les termes
transitoires dans les e´quations. Nous verrons dans la suite que la prise en compte des termes
transitoires lors de la simulation de proce´de´s tels que l’emboutissage rend la re´solution des
e´quations beaucoup plus ardue. C’est pourquoi, nous nous sommes limite´s, jusqu’a` pre´sent,
a` simuler le laminage (voir chapitre 5).
1.2 Re´sume´ des recherches de premie`re anne´e
Nous voici de´ja` au terme de deux anne´es de recherches sur le sujet. Au cours de la
premie`re anne´e [3], nous avons voulu commencer directement a` de´velopper un mode`le de
lubrification dans METAFOR [36, 38, 42, 45], le code non line´aire de calcul par e´le´ments
finis de´veloppe´ au LTAS-Thermome´canique et Milieux Continus. Cependant, la plupart des
formulations actuelles pour le proble`me de lubrification sont eule´riennes puisque e´tablies
pour la simulation du laminage. Or, METAFOR n’est pas un code eule´rien. Il fallait donc
ge´ne´raliser les formules trouve´es dans la litte´rature au cas lagrangien. Pour pouvoir valider
notre algorithme, il e´tait indispensable de pouvoir effectuer des simulations eule´riennes.
Le formalisme Arbitraire Lagrangien Eule´rien (ALE) [36, 18, 21, 1, 5] permet une telle
ge´ne´ralisation : cette formulation permet de de´finir une grille de calcul inde´pendante du
mouvement de la matie`re. Ce formalisme permet de retrouver le formalisme lagrangien
(si le maillage est fixe´ a` la matie`re) et le formalisme eule´rien (si le maillage est fixe dans
l’espace) comme cas particuliers. Un proble`me ALE se re´sout en deux phases distinctes par
pas de temps : une phase lagrangienne pure et une deuxie`me phase qui comporte un phase
de remaillage (de´ja` pre´sente dans METAFOR) et une phase de convection des grandeurs
stocke´es aux points de Gauss de l’ancien maillage vers le nouveau. C’est cette dernie`re
ope´ration qui devait impe´rativement eˆtre ame´liore´e pour traiter des proble`mes eule´riens.
En effet, les algorithmes introduits par J.-P. Ponthot [36] dans METAFOR sont instables
et ne conviennent donc que pour des remaillages peu fre´quents ou des de´placements relatifs
entre le maillage et la matie`re peu importants. En conse´quence, nous avons duˆ, en premier
lieu et avant toutes conside´rations sur le proble`me de lubrification, s’occuper de cette phase
de convection. Lors de cette e´tude, nous avons mis au point deux algorithmes de convection :
un algorithme base´ sur la me´thode des volumes finis [40, 17] et un algorithme base´ sur la
me´thode SUPG [6]. Ces derniers nous ont permis de simuler des processus industriels (tels
que le laminage avec frottement de Coulomb, l’extrusion, l’e´crasement d’un lopin, etc) par
le formalisme ALE.
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Pendant cette premie`re anne´e, nous avons e´galement de´veloppe´ un algorithme de pilo-
tage en force des matrices de contact pour les proble`mes bidimensionnels. Cet algorithme
permet d’imposer une force et non plus un de´placement sur les outils (serre-flans pour
l’emboutissage par exemple). Graˆce a` cet algorithme il est possible de simuler de manie`re
plus re´aliste les processus industriels tels que l’emboutissage. Notre me´thode a e´te´, depuis
lors, utilise´e avec succe`s par plusieurs membres du service LTAS-MC&T [9].
Enfin, nous avons aborde´ la the´orie de la lubrification dans les ope´rations de mise a`
forme en mettant au point une loi de frottement de Stribeck pour METAFOR (loi de
frottement a` coefficient variable ou` le coefficient de frottement local est de´duit de courbes
expe´rimentales). Cette loi nous a permis de mode´liser le phe´nome`ne de stick-slip dans le cas
du test plan-plan (glissement d’une toˆle entre deux patins). Ce mode`le ne nous a cependant
pas satisfait entie`rement. En effet, les courbes de Stribeck ont un caracte`re macroscopique
puisqu’elles re´sultent de mesures de forces re´sultantes. Or elles sont utilise´es pour e´valuer
le frottement local qui, par nature, est microscopique.
1.3 Plan du travail de la deuxie`me anne´e de bourse
Pendant cette deuxie`me anne´e de bourse, nous avons pu commence´ a` nous inte´resser
plus particulie`rement aux me´canismes propres au frottement lubrifie´ dans les ope´rations
de mise a` forme.
Apre`s ce chapitre introductif, le chapitre 2 introduit les e´quations et les concepts fonda-
mentaux de la the´orie de la lubrification. Les quatre grands re´gimes de lubrification [50] sont
pre´sente´s et de´crits en de´tails. L’e´quation de Reynolds, re´gissant le mouvement du fluide
entre deux surfaces lisses, est de´duite des e´quations de Navier-Stokes. Nous abordons, entre
autres, les facteurs d’e´coulement de Patir & Cheng [33, 34] et de Tripp [49] qui permettent
de prendre en compte l’influence de la rugosite´ dans l’e´quation de Reynolds. Le re´gime
mixte est brie`vement aborde´ et nous pre´sentons les e´quations d’e´crasement d’aspe´rite´s et
les diffe´rents mode`les d’e´crasement.
Le chapitre 3 pre´sente un mode`le de re´solution du proble`me de laminage par diffe´rences
finies. Ce mode`le a e´te´ e´labore´ re´cemment par Marsault [29, 28]. Il inclus la prise en
compte du re´gime mixte ou` le frottement est compose´ du frottement sur les aspe´rite´s en
contact et le frottement duˆ au cisaillement dans le lubrifiant qui s’e´coule dans les valle´es
inter-aspe´rite´s. Nous avons reprogramme´ ce mode`le a` partir de rien pour nous permettre
de nous familiariser avec les diffe´rents concepts apparaissant dans les e´quations. Seuls la
prise en compte de la de´formation du cylindre et les effets thermiques ont e´te´ ne´glige´s.
Pour re´soudre les difficulte´s de programmation rencontre´s et pour retrouver les re´sultats
obtenus par Marsault, nous avons pris contact avec lui et avec le Professeur Montmitonnet
de l’Universite´ des Mines de Paris. Ce dernier nous a explique´ plusieurs subtilite´s ne´cessaires
pour l’obtention d’un algorithme robuste et efficace. Nous pre´sentons, dans ce chapitre, nos
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re´sultats et nous les comparons avec ceux de Marsault. Nous montrons e´galement (ce qui
n’est pas mis en e´vidence dans le travail de Marsault) l’importance du mode`le d’e´crasement
d’aspe´rite´s utilise´ dans le mode`le.
Apre`s avoir obtenu des re´sultats encourageant avec le mode`le de Marsault, nous avons
voulu essaye´ de l’introduire dans notre code de calcul par e´le´ments finis, METAFOR. Nous
avons vu surgir, a` partir de cet instant, de nombreuses difficulte´s dues a` la formulation
e´le´ment fini. Ces difficulte´s nous ont conduit a` la conclusion qu’il n’est pas possible d’adap-
ter simplement le mode`le de lubrification mixte de Marsault a` un sche´ma de re´solution
par e´le´ments finis. Pourtant, ce pas doit eˆtre franchi si on veut ge´ne´raliser le mode`le (trai-
ter par exemple l’emboutissage) ou se de´barrasser des principales hypothe`ses du mode`le
(la me´thode des tranches utilise´e pour la re´solution de l’e´quilibre de la toˆle implique des
simulations de toˆles minces).
Le chapitre 4 commence par expliquer en de´tail les difficulte´s rencontre´es lors de l’ex-
tension du mode`le complet de Marsault au cas e´le´ment fini. Nous avons alors momenta-
ne´ment simplifie´ le proble`me de lubrification en laissant tomber le re´gime mixte. Celui-ci
sera aborde´ dans la suite de notre travail. La seule me´thode de re´solution de l’e´quation
de Reynolds par e´le´ments finis dans le cadre de processus de mise a` forme a e´te´ formule´e
par Liu & Hu [16, 22, 24, 15, 23]. Elle consiste a` de´finir des e´le´ments finis (EF) de lubrifi-
cation a` partir des noeuds en contact. La pression d’interface est calcule´e par le code EF
et suppose´e connue. L’e´paisseur locale de lubrifiant est discre´tise´e en chaque noeud et une
me´thode de Newton-Raphson est utilise´e pour re´soudre l’e´quation ainsi obtenue. Toutefois,
la me´thode de Hu & Liu n’est pas directement applicable au cas de METAFOR et ceci
principalement pour trois raisons. La premie`re est le caracte`re eule´rien des formules utili-
se´es. En effet, METAFOR est un code lagrangien ou ALE mais pas vraiment eule´rien pur.
Il faut donc e´tendre la formulation pour une re´solution sur un maillage mobile inde´pendant
du mouvement de la matie`re. La deuxie`me raison vient des hypothe`ses utilise´es : certaines
formules sont valables uniquement dans le cas du laminage. C’est le cas, principalement du
calcul des conditions aux limites. Enfin, troisie`mement, Liu re´sout une e´quation station-
naire puisqu’il ne s’inte´resse qu’au re´gime e´tabli. Pour METAFOR, code transitoire, nous
devons garder les termes transitoires dans les e´quations pour converger progressivement
vers une solution stationnaire, si elle existe. Cela nous permettra aussi, dans le futur, de
simuler des proble`mes transitoires tels que l’emboutissage [7, 44, 47].
Dans ce chapitre, nous pre´sentons la me´thode de re´solution de l’e´quation de Reynolds
que nous avons ge´ne´ralise´e. Une attention toute particulie`re est porte´e sur les conditions
initiales et les conditions aux limites. Ces dernie`res sont re´solues sans aucune hypothe`se
sur le processus e´tudie´.
Nous introduisons ensuite cet algorithme de re´solution dans METAFOR en effectuant
les jonctions ne´cessaires pour obtenir un couplage entre le mouvement du lubrifiant et la
matie`re de´forme´e. Contrairement a` la plupart des publications sur le sujet (par exemple
[23, 30]), nous re´solvons les deux proble`mes (fluide et structure) en un seul pas de temps
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en de´duisant une matrice de raideur tangente globale du syste`me qui tient compte de la
pre´sence du lubrifiant.
Le chapitre 5 montre une application nume´rique inte´ressante de l’algorithme de´crit au
chapitre 4. Il s’agit d’un cas de laminage pre´ce´demment e´tudie´ par Liu [15]. Nous montrons
que nous obtenons des re´sultats tre`s similaires a` ce dernier. Nous effectuons, ensuite, une
analyse plus pousse´e de l’influence des parame`tres du mode`le. Les difficulte´s rencontre´es
sont de´crites en de´tails et les solutions apporte´es sont explique´es. Nous de´taillons e´galement
quelques points importants qu’il faudra approfondir pour ame´liorer le mode`le. Enfin, le
meˆme cas de laminage est simule´ par les deux formalismes (ALE et lagrangien pur) et les
re´sultats sont compare´s.
Le dernier chapitre est un peu diffe´rents des autres. Nous y e´tudions le transfert de
rugosite´ du cylindre de laminage vers la surface de la toˆle dans une simulation de skin-
pass (impression sur la surface d’une toˆle d’une rugosite´ de´finie). La toˆle est tre`s finement
discre´tise´e et un algorithme de maillage spe´cial a e´te´ mis au point pour pouvoir raffiner la
peau de la toˆle tout en utilisant des mailles quadrangulaires. Ce calcul, tre`s long a tourne´
plus de trois semaines sur une station de travail Alpha 600 MHz.
Ce travail se termine alors sur une conclusion ge´ne´rale et sur une e´nume´ration des
nombreuses perspectives de recherche pour l’avenir.
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Chapitre 2
Mode´lisation du contact lubrifie´
entre solides
2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons de´tailler les e´quations qui entrent en jeu lors du contact
de deux surfaces solides. Dans le cadre de ce travail, nous conside´rons que le contact est
lubrifie´ comme c’est ge´ne´ralement le cas pour tous les proce´de´s rencontre´s en industrie.
Lorsque deux solides (la toˆle et l’outil) sont en contact lors d’une ope´ration de mise a`
forme, de nombreux phe´nome`nes entrent en jeu a` leur interface
• Tout d’abord, les effets hydrodynamiques du lubrifiant, c’est-a`-dire l’apparition d’une
pression au sein du lubrifiant due au mouvement relatif des deux surfaces, doivent eˆtre
pris en compte. Le mouvement du lubrifiant est re´gi par les e´quations de la me´canique
des fluides et nous verrons quelles sont les simplifications que l’on peut faire sous les
hypothe`ses d’un e´coulement en film mince (voir section 2.4.1). Ces e´quations sont
couramment re´solues par diffe´rences finies dans le cadre de la lubrification de paliers
ou de roulements. Dans ce cas, on connaˆıt la ge´ome´trie et donc l’e´paisseur du film de
lubrifiant et on recherche la pression. Par contre, pour les processus de mise a` forme,
on suppose la pression du lubrifiant connue et on en de´duit l’e´paisseur du film.
• On peut s’interroger sur la loi de comportement a` utiliser pour le lubrifiant (voir
section 2.4.2). En ge´ne´ral, le lubrifiant est conside´re´ comme un fluide visqueux new-
tonien ou pie´zovisqueux (viscosite´ de´pendant de la pression). Certaines mesures [28]
ont cependant de´ja` montre´ que, dans certains cas industriels, le caracte`re newtonien
du lubrifiant peut eˆtre remis en cause.
• La rugosite´ de la toˆle joue e´galement un grand roˆle. A l’e´chelle microscopique, la
rugosite´ se pre´sente comme une succession de pics et de valle´es. La hauteur des
pics de´pend du fini de surface et est ge´ne´ralement de l’ordre du micron, voire de
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la dizaine de microns. Une surface posse´dant des pics infe´rieurs au micron paraˆıt
macroscopiquement lisse et brillante. Lors du contact entre deux surfaces rugueuses,
les aspe´rite´s vont jouer deux roˆles principaux. Le premier est de modifier l’e´coulement
du lubrifiant. En effet, les aspe´rite´s peuvent aider le lubrifiant a` parcourir la zone de
contact ou au contraire empeˆcher son mouvement suivant leur orientation. Cette
influence est d’autant plus grande que l’e´paisseur du film de lubrifiant est petite par
rapport a` la taille moyenne des aspe´rite´s. Le deuxie`me roˆle apparaˆıt lorsque le film
de lubrifiant est plus mince et que les aspe´rite´s des deux surfaces entrent en contact.
Dans ce cas, une loi de frottement microscopique doit eˆtre utilise´e.
• Lors d’un processus industriel tel que le laminage, les aspe´rite´s de la toˆle entrent en
contact avec les aspe´rite´s du cylindre de laminage. Dans ces conditions, la de´forma-
tion des aspe´rite´s et les phe´nome`nes tels que le labourage, l’indentation et l’apparition
de vagues doivent eˆtre pris en compte. En effet, vu leur taille et leur ge´ome´trie, les
aspe´rite´s plastifient tre`s vite lors des premiers contacts alors que le coeur du mate´riau
reste e´lastique. On peut montrer aussi que la de´formation plastique du coeur du mate´-
riau influence la de´formation en surface des aspe´rite´s. La me´canique des de´formations
d’aspe´rite´s est un sujet encore assez mal connu a` l’heure actuelle et fait l’objet de
nombreuses recherches [19, 35, 41, 46, 52, 57]. Les lois de´crivant les interactions et
l’e´crasement d’aspe´rite´s permettent de de´terminer la fraction de l’aire apparente de
contact supporte´e par les aspe´rite´s. Dans la pratique industrielle, ce contact entre
aspe´rite´s permet de re´duire la taille des aspe´rite´s pendant le processus et obtenir un
bon fini de surface (aspect global lisse et brillant) et permet d’augmenter le frotte-
ment par rapport a` celui fourni par le cisaillement dans le lubrifiant (ge´ne´ralement
trop faible pour laminer une toˆle).
• A une e´chelle plus petite, des phe´nome`nes tre`s complexes entrent en jeu au niveau du
contact entre deux aspe´rite´s. En effet, la rugosite´ d’une toˆle posse`de, en ge´ne´ral, un
caracte`re fractal [28, 31]. Autrement dit, on observe des aspe´rite´s de plus faible lon-
gueur caracte´ristique sur une aspe´rite´ donne´e. De meˆme, cette micro-aspe´rite´ n’est
pas lisse et pre´sente des imperfections a` une e´chelle encore plus petite et ainsi de
suite. A cette ge´ome´trie complexe s’ajoute la pre´sence d’oxydes pre´sents en tre`s fines
couches et d’impurete´s qui ne peuvent jamais eˆtre totalement e´limine´s. Ceux-ci mo-
difient ine´vitablement les proprie´te´s de la surface du mate´riau [14] et donc le compor-
tement des aspe´rite´s lors de leur e´crasement. Enfin, meˆme si deux aspe´rite´s sont en
contact, il existe toujours une tre`s fine couche mole´culaire de lubrifiant se´parant les
deux me´taux. La dynamique et les proprie´te´s de cette couche influencent e´galement
le frottement microscopique au niveau des aspe´rite´s.
L’e´nume´ration pre´ce´dente des principaux phe´nome`nes rencontre´s lors de l’e´tude du
contact entre deux surfaces montre qu’il existe encore de nombreux axes de recherche sur
le sujet.
Le but final de la re´solution du proble`me de lubrification est la de´termination des
contraintes de cisaillement qui vont agir sur le mate´riau qui est mis en forme. Ces contraintes
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sont calcule´es par une loi de frottement qui fera intervenir une contribution due a` l’interac-
tion des aspe´rite´s et une contribution provenant du cisaillement au sein du lubrifiant (voir
section 2.7).
2.2 Rugosime´trie et caracte´risation des surfaces
Bien que le mode`le de frottement que nous avons introduit dans METAFOR a` l’heure
actuelle (voir chapitre 4) ne tient pas compte de la de´formation des aspe´rite´s de la toˆle et
de l’outil, il est indispensable d’introduire quelques concepts mathe´matiques intervenant
dans la repre´sentation mathe´matique de la rugosite´ de surface. En effet, ceux-ci seront
introduits dans le mode`le dans un futur proche. De plus, le mode`le complet de laminage
de Marsault [28] que nous avons e´tudie´ inclut les effets de rugosite´ (chapitre 3).
2.2.1 Re´partition des hauteurs
2.2.1.1 Rugosite´
La rugosite´ d’une surface peut eˆtre de´crite mathe´matiquement par une fonction y =
f(x, z). Nous utilisons ici les notations propres a` la description du laminage ou` x est la
direction de laminage et z la direction transverse. La surface est constitue´e de pics et de
valle´es dont la re´partition diffe`re dans ces deux directions.
Nous nous limitons ici au plan (x, y), des de´finitions e´quivalentes peuvent eˆtre formule´es
pour le plan (y, z).
La rugosite´ est ge´ne´ralement mesure´e par un rugosime`tre ou microscope a` force ato-
mique. Cet appareil fournit un ensemble de N mesures (xi, yi). On peut alors de´finir la
ligne moyenne comme la moyenne des yi. Cette ligne permet d’effectuer un changement
d’axe et rede´finir les hauteurs mesure´es yi telle que cette moyenne soit nulle.















ou` Ra est la rugosite´ moyenne et Rq (souvent note´e σ dans la litte´rature) est la rugosite´
RMS (Root Mean Square).
Dans ce qui suit, nous conside´rerons une toˆle rugueuse et un outil lisse. Ce qui implique
la de´finition d’une rugosite´ composite des deux surfaces initiales. Celle-ci permettra de
traiter les cas re´els (deux surfaces rugueuses) comme le cas plus simple de l’interaction
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entre une surface lisse et une surface rugueuse. Si Rq1 et Rq2 sont les rugosite´s respectives







2.2.1.2 Distributions statistiques des hauteurs
La surface peut eˆtre conside´re´e comme une variable ale´atoire et traite´e par la the´orie
statistique. La densite´ de re´partition des hauteurs f(y) est de´finie par la probabilite´ pour
la hauteur d’avoir une valeur comprise entre y et y+dy. Cette densite´ de re´partition ve´rifie
donc : ∫ zmax
zmin
f(y) dy = 1 (2.3)
ou` zmin et zmax sont les bornes supe´rieure et infe´rieure de la distribution.









Densité  de répartition des hauteurs
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Fig. 2.1: Les fonctions de re´partition des hauteurs couramment utilise´es (Gauss, Chris-
tensen et dents de scie).










qui a le gros de´savantage de pre´senter une probabilite´ non nulle de trouver un contact
lorsque y tend vers l’infini. Pour y reme´dier, Christensen [10] de´finit une distribution tron-
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)2 avec (zmin, zmax) = (−3Rq, 3Rq) (2.5)






















2.2.1.3 Aire re´elle de contact
Dans un mode`le qui prend en compte la de´formation des aspe´rite´s, il est important de
distinguer la distance entre la ligne moyenne de la surface lisse et la ligne moyenne de la
surface rugueuse non re´actualise´es (on note cette distance h) et l’e´paisseur moyenne du
film de lubrifiant, ht. Lorsqu’il n’y a pas de contact entre les aspe´rite´s (re´gime hydrody-
namique), ces deux grandeurs sont e´gales. Dans le cas d’e´crasements importants, la valeur
de h peut meˆme devenir ne´gative. Cette variable n’a donc pas d’interpre´tation physique
directe contrairement a` ht qui doit rester toujours positive.
L ig ne  m o ye n ne  r é ac tu a lisée
L ig ne  m o ye n ne  in itia le
S ur fa c e  O util
O U T IL
M AT E R IA U
A 1 -A
hh t
Fig. 2.2: De´finition de h, distance entre les lignes moyennes non re´actualise´es, ht, distance
entre les lignes moyennes re´actualise´es et A, l’aire re´elle de contact.
On de´finit e´galement l’aire re´elle de contact (ou le taux de contact), note´ A, comme
e´tant l’aire de contact rapporte´e a` l’aire totale a` la base des aspe´rite´s dans le plan (x, y).
Lorsqu’il n’y a pas de contact entre aspe´rite´s, l’aire re´elle de contact est nulle. Par contre
A vaut 1 lorsque les aspe´rite´s sont comple`tement e´crase´es.
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D’un point de vue nume´rique, les valeurs de A et ht se de´duisent directement lorsque
la fonction de re´partition des hauteurs f(y) et la distance entre lignes moyennes non re´ac-








(1− A(y)) dy (2.9)












35 + 128H + 140H2 − 70H4 + 28H6 − 5H8
)
(2.11)












Les variables h, ht et A sont donc des inconnues qui de´pendent l’une de l’autre. La
de´termination de l’une d’entre elles permet la connaissance des deux autres.
2.2.2 Re´partition spatiale
La caracte´risation spatiale d’une surface permet d’avoir une ide´e de la ge´ome´trie moy-
enne d’une aspe´rite´. Dans cette section, nous ne pre´sentons que l’approche analytique
qui a pour de´faut de de´pendre de l’e´chelle d’observation. D’autres approches (approches
spectrales et fractales) permettent de surpasser cet inconve´nient (voir Marsault [28]).
Pour caracte´riser la rugosite´ dans les directions x et z, on utilise une fonction d’auto-










y(x) y(x+ β) dx (2.14)
ou` E() repre´sente l’espe´rance mathe´matique.
La re´partition spatiale selon x est caracte´rise´e par la longueur d’auto-corre´lation β∗,
au-dela` de laquelle les hauteurs en x+β∗ sont inde´pendantes des hauteurs en x. La longueur
d’auto-corre´lation β∗ est de´finie par la relation :
ACF(β∗) = C (2.15)
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ou` C est une constante a` de´finir de manie`re un peu arbitraire suivant le type de fonction
d’auto-corre´lation.
Une forme classique de la fonction d’auto-corre´lation est une exponentielle de´croissante.
On choisit alors la constante C = 1/e.
ACF(β) = exp(−β/β∗) → C = ACF(β∗) = 1/e (2.16)













ou` l est la demi-base d’une aspe´rite´. Si on choisit C = 0.1 ou C = 0.5, on obtient respecti-
vement β∗ = 0.427 l et β∗ = 0.326 l. En ge´ne´ralisant, on peut de´finir la demi-distance entre




rugositétransverse rugosité isotrope rugosité longitudinale
Fig. 2.3: Interpre´tation du nombre de Peklenik γs.
On de´finit ensuite le nombre de Peklenik γ comme le rapport entre la longueur d’auto-
corre´lation dans le sens de l’e´coulement (direction x dans le cas du laminage) et de la lon-
gueur d’auto-corre´lation dans la direction perpendiculaire (direction z). Ce nombre donne
une image de l’orientation des aspe´rite´s et permet de classer la topologie des surfaces :
longitudinales (γ =∞), transversales (γ = 0) et isotropes (γ = 1).
2.3 Les quatre re´gimes de lubrification
Re´soudre les e´quations gouvernant le lubrifiant d’une part et celles de´crivant la me´-
canique des deux surfaces rugueuses en contact d’autre part est une taˆche extreˆmement
complique´e. C’est pourquoi il est admis que l’on peut caracte´riser l’e´coulement du lubri-
fiant par diffe´rents re´gimes de lubrification (voir Wilson [50]). La de´termination du re´gime
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Fig. 2.4: Les quatre re´gimes de lubrification
courant se de´duit de l’e´paisseur relative de lubrifiant ht par rapport a` la rugosite´ composite
Rq et de la part de la pression totale supporte´e par les aspe´rite´s.
On de´finit ainsi le re´gime hydrodynamique pour lequel il n’y a pas de contact entre
aspe´rite´s. Ce re´gime peut eˆtre divise´ en re´gime hydrodynamique en film e´pais et re´gime
hydrodynamique en film mince suivant que les aspe´rite´s influencent ou non l’e´coulement
du lubrifiant. A l’oppose´, le re´gime limite est atteint lorsque le contact est tre`s se´ve`re
(e´paisseur de film bien infe´rieure a` la hauteur des aspe´rite´s). Enfin, le re´gime mixte est une
combinaison des deux premiers. Dans ce re´gime, une partie de la pression est supporte´e
par le lubrifiant et l’autre partie par les aspe´rite´s (voir figure 2.4 pour une repre´sentation
sche´matique de ces re´gimes).
Il est important de remarquer que le re´gime de lubrification est fonction de la position.
Ainsi, en laminage, on distingue ge´ne´ralement une zone hydrodynamique a` l’entre´e et a` la
sortie de l’emprise et une zone mixte dans l’emprise (voir 3.2.3). Le re´gime de lubrification
est aussi fonction du temps dans le cas des processus transitoires tels que l’emboutissage.
Dans les sections suivantes, nous de´taillons les diffe´rents re´gimes et nous pre´sentons les
e´quations qui s’y rapportent.
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2.4 Le re´gime hydrodynamique en film e´pais
Le re´gime hydrodynamique est observe´ lorsque les surfaces en contact sont se´pare´es
par une distance importante compare´e a` la hauteur moyenne des aspe´rite´s et lorsque les
aspe´rite´s de´limitant l’e´coulement du lubrifiant n’influencent pas celui-ci. Ce re´gime serait
e´galement obtenu si les deux surfaces en pre´sence e´tait parfaitement lisses. D’un point
de vue pratique, on dit que le re´gime hydrodynamique film e´pais est atteint lorsque les




ou` Apa est la part de pression supporte´e par les aspe´rite´s.
Ce re´gime est caracte´rise´ par un frottement faible. Le re´gime hydrodynamique est peu
rencontre´ dans les processus de formage des mate´riaux parce qu’il provoque ge´ne´ralement
un aspect non de´sirable (mat) de la surface apre`s le processus. En effet, les aspe´rite´s ne
subissent aucun e´crasement et la surface de la toˆle se de´forme comme une surface libre. Il
arrive meˆme, dans certains cas, que la rugosite´ moyenne augmente localement. C’est le cas
en emboutissage lorsque la toˆle subit des grandes rotations qui entraˆınent des me´canismes
complexes de rotation de grains a` la surface du me´tal. Ce phe´nome`ne de croissance de
rugosite´ peut eˆtre aussi observe´ lors de simples essais de traction [28].
De plus, en laminage, ce re´gime provoque ge´ne´ralement l’apparition du patinage lorsque
le frottement n’est pas assez important pour entraˆıner la toˆle dans l’emprise.
Pour mode´liser ce re´gime, c’est l’e´quation de Reynolds (voir par exemple Marsault [28])
qui est la plus souvent utilise´e. Dans cette section nous ne´gligeons les effets thermiques.
Ceux-ci peuvent eˆtre pris en compte en couplant l’e´quation de Reynolds avec l’e´quation de
la chaleur pour obtenir une tempe´rature moyenne le long de la zone de contact.
2.4.1 Equation de Reynolds
L’e´quation de Reynolds est de´duite des e´quations de Navier-Stokes sous les hypothe`ses
suivantes :
• Les forces de volume sont ne´glige´es. En particulier, la force de gravite´ n’intervient
pas dans le proble`me. Cette hypothe`se est toujours utilise´e en tribologie. De plus,
l’inertie du fluide est ne´glige´e.
• Le fluide est suppose´ incompressible, ce qui se justifie pleinement pour la gamme des
pressions rencontre´es en pratique.
• La pression et la viscosite´ du lubrifiant est conside´re´e comme constante sur l’e´pais-
seur du film d’huile. Ceci est vrai tant que l’e´paisseur du film d’huile reste petite.
Nous verrons comment lever cette hypothe`se a` la section 2.4.2.
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• La courbure des surfaces lubrifie´es est tre`s grande en comparaison avec l’e´paisseur
du film.
• Il n’y a pas de glissement entre le lubrifiant et les deux surfaces le de´limitant.
• Le lubrifiant est suppose´ newtonien.
• L’e´coulement du lubrifiant est laminaire. On peut ve´rifier que c’est ge´ne´ralement le
cas pour les cas industriels couramment rencontre´s. En effet, supposons un film e´pais
de 0.1 mm mis en pression et subissant un glissement relatif de 40 m/s et de viscosite´
moyenne de 5 10−2 Poiseuille. Si la masse spe´cifique du fluide est de 900 kg/m3, on








ce qui est largement infe´rieur a` 2000 (transition laminaire–turbulent).
Dans cette section, nous de´rivons l’e´quation de Reynolds pour un e´coulement unidimen-
sionnel. L’extension au cas d’un e´coulement plan est imme´diate. Cependant, elle pre´sente





















Fig. 2.5: E´coulement fluide entre deux surfaces lisses.
Conside´rons un e´coulement fluide selon la direction x. La direction z est perpendiculaire





























On suppose que les forces d’inertie sont ne´gligeables. Si on suppose e´galement que la
vitesse verticale vz est petite devant la vitesse du fluide dans la direction de l’e´coulement
ainsi que ses de´rive´es et que la variation de vx selon la direction de l’e´coulement est petite
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par rapport a` celle dans l’e´paisseur du film, alors on peut re´e´crire le syste`me pre´ce´dent










L’e´quation (2.23) est importante puisqu’elle signifie que la pression ne varie pas suivant
la hauteur du film de lubrifiant. On pourra donc e´galer la pression transmise par l’outil sur
la toˆle et la pression du lubrifiant lors du couplage fluide structure.









+ C1z + C2 (2.24)
ou` les conditions aux limites permettent de de´terminer les constantes C1 et C2.
vx(y = 0) = u1
vx(y = h) = u2
}




z (z − h) + V
h
z + u1 (2.25)
ou` on a introduit V , le glissement relatif des deux surfaces (V = u1−u2). L’e´quation (2.25)
est le champ de vitesses d’un e´coulement de Couette et d’un e´coulement de Poiseuille.










ou` u¯ est la vitesse moyenne des deux surfaces (u¯ = (u1 + u2)/2).



















Il reste a` introduire l’expression du de´bit (2.26) trouve´e pre´ce´demment dans l’e´quation
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Cette e´quation diffe´rentielle non line´aire relie la pression locale du lubrifiant p a` l’e´pais-
seur de film locale h. Elle traduit directement la conservation du de´bit du lubrifiant.
On peut remarquer que pour des surfaces non de´formables (u¯ = constante), un re´gime
stationnaire hydrodynamique n’est pas possible entre des surfaces paralle`les (h = cons-
tante). En effet, dans ce cas, on obtient une e´quation de Laplace pour la pression dont la
solution ne de´pend que des conditions aux limites (qui sont nulles sans apport artificiel de
pression).
Dans le cas de l’e´tude d’un proble`me stationnaire tel que le laminage, la de´rive´e tem-






= hu¯− cdebit (2.30)
ou`, par identification avec (2.26), la constante d’inte´gration cdebit est le de´bit de lubrifiant.
En se rappelant de l’expression de la vitesse selon x (2.25) et en ne´gligeant la de´rive´e











ou` le signe positif est relatif a` la surface 1 (z = h) et le signe ne´gatif pour la surface 2
(z = 0).
2.4.2 Rhe´ologie des lubrifiants
Le comportement du fluide peut eˆtre mis en e´quation en exprimant une relation entre la
contrainte de cisaillement et le taux de cisaillement au sein du lubrifiant. Dans le paragraphe
pre´ce´dent, nous avons suppose´ une relation line´aire entre ces deux grandeurs, ce qui de´finit
un fluide newtonien. En pratique, les lubrifiants ne sont jamais parfaitement newtoniens.
Cependant, sous l’hypothe`se de taux de cisaillement mode´re´s, ce comportement line´aire
peut eˆtre mesure´ et confirme´.
Si, pour l’instant, seul le comportement newtonien est pris en compte dans ce travail, il
sera cependant inte´ressant d’essayer de lever cette hypothe`se dans la suite. En effet, dans
certaines conditions de laminage, on peut observer de fine bandes de cisaillement intenses
dans lesquelles l’hypothe`se de line´arite´ entre le cisaillement et le taux de de´formation peut
eˆtre remis en question.
Le fait de lever cette hypothe`se entraˆıne non seulement une complication des e´qua-
tions en jeu, c’est-a`-dire l’e´quation de Reynolds (celle-ci doit eˆtre comple`tement re´e´crite a`
partir des e´quations de Navier-Stokes) mais aussi des difficulte´s de convergence dans les
algorithmes nume´riques dues aux nouvelles non line´arite´s introduites.
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Trois mode`les de comportement sont couramment utilise´s : la loi line´aire du fluide
newtonien, la loi d’Eyring qui tend vers une contrainte de cisaillement limite avec un loi en
arcsinus hyperbolique et une loi plastique ou` la contrainte de cisaillement varie line´airement
avec le taux de cisaillement jusqu’a` une valeur limite (analogie avec un mate´riau e´lastique
parfaitement plastique en me´canique du solide).
La pression et la tempe´rature peuvent eˆtre prise en compte dans le comportement du
lubrifiant. D’une manie`re ge´ne´rale, la viscosite´ augmente avec la pression et diminue lorsque
la tempe´rature augmente.
Lorsqu’on inclut une de´pendance vis-a`-vis de la pression, on parle de fluide pie´zovis-
queux. Dans ce cas, la loi la plus utilise´e est la loi de Barus, loi de type exponentielle :
η = η0 e
γl p (2.32)
ou` γl est le coefficient de pression de la viscosite´. Cette loi est valable pour des pressions
mode´re´es. Dans le cas de pressions plus e´leve´es, Roelands propose une relation empirique
base´e sur des mesures faites avec des huiles mine´rales :
η = η0 exp
(









avec pr = 196.2 MPa et zpb , l’index de pression de la viscosite´ calcule´ pour que les pentes
des relations (2.32) et (2.33) co¨ıncident a` l’origine :
zpb =
pr γl
ln η0 + 9.67
(2.34)
Pour obtenir une e´quation de Reynolds qui fait intervenir la de´pendance en pression de
la viscosite´ du lubrifiant, il faudrait, en toute rigueur re´e´crire les e´quations de Navier-Stokes.
Cependant, la plupart des mode`les hydrodynamiques utilisent une viscosite´ constante pour
de´river l’e´quation de Reynolds et injectent la de´pendance vis-a`-vis de la pression a poste-
riori. On peut montrer que cette manie`re de faire entraˆıne une erreur d’autant plus grande
que le taux de cisaillement est important. Cependant, dans le cas du laminage, Marsault
[28] montre que l’erreur commise est tre`s souvent ne´gligeable.
Si la loi de Barus est choisie, il est assez simple de transformer le terme de pression de


























On constate donc que, dans le cas d’un fluide pie´zovisqueux suivant la loi de Barus, on
peut re´soudre l’e´quation de Reynolds (2.29) en conside´rant η0 au lieu de η(p). La pression
correspondante pˆ (pression re´elle si la viscosite´ e´tait constante) est relie´e a` la pression re´elle




(1− e−γl p) (2.36)
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L’influence de la tempe´rature sur la viscosite´ peut eˆtre prise en compte graˆce a` une loi
de type exponentielle :
η = η0 e
δ (T−T0) (2.37)
ou` T0 est la tempe´rature de re´fe´rence, η0 est la viscosite´ a` la tempe´rature T0 et δ est le
coefficient de tempe´rature de la viscosite´.
D’autres lois plus complexes existent [28] mais nous ne les pre´sentons pas ici vu que les
mode`les de´veloppe´s a` l’heure actuelle ne tiennent pas compte d’une telle de´pendance.
2.4.3 Perspectives
D’un point de vue the´orique, nous devrons conside´rer dans la suite de ce travail l’ex-
pression de l’e´quation de Reynolds dans un repe`re en coordonne´es cylindriques. Ceci nous
permettra d’aborder les processus de formage des mate´riaux axisyme´triques comme, prin-
cipalement, l’emboutissage d’une toˆle par un poinc¸on sphe´rique ou` l’extrusion d’un me´tal
dans une filie`re.
Le proble`me de l’emboutissage sphe´rique peut eˆtre e´galement formule´ en coordonne´es
sphe´riques dont l’origine est le centre du poinc¸on. L’avantage d’une telle formulation par
rapport a` une formulation en coordonne´es cylindriques est la prise en compte automatique
de la courbure du film de lubrifiant (constante et e´gale a` la courbure du poinc¸on). En
contre-partie, il est ne´cessaire d’introduire dans le mode`le explicitement le centre et le
rayon du poinc¸on au cours du temps. Le code de calcul doit donc eˆtre particularise´ pour
ce genre de proble`me et cela va a` l’encontre de la philosophie de METAFOR, notre code
e´le´ments finis, qui se veut le plus ge´ne´ral possible.
2.5 Le re´gime hydrodynamique en film mince
2.5.1 Introduction
L’e´quation de Reynolds est valable pour des surfaces parfaitement lisses ou lorsque
les surfaces sont se´pare´es par une couche de lubrifiant tre`s grande vis-a`-vis de la taille
des aspe´rite´s. Lorsque la couche de lubrifiant devient plus faible, les aspe´rite´s ne sont
plus ne´gligeables et leur ge´ome´trie influence l’e´coulement et donc, entre autres, la pression
et le frottement. Cette section de´crit comment il est possible de tenir compte des effets
de la rugosite´ sans eˆtre oblige´ de prendre en compte la ge´ome´trie exacte des frontie`res
de´limitant l’e´coulement. Pour ce faire, plusieurs formulations existent et celles-ci peuvent
eˆtre regroupe´es en deux cate´gories bien distinctes. La premie`re cate´gorie traite les cas ou`
il n’y a pas de contact entre aspe´rite´s (h > 3Rq pour une distribution de Christensen) et
la seconde traite les cas ou` il y a contact (h < 3Rq). Nous nous inte´ressons, dans cette
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section au re´gime hydrodynamique mince, c’est-a`-dire le re´gime pour lequel il n’y a pas
de contact et donc a` la premie`re cate´gorie. La deuxie`me cate´gorie sera de´crite par la suite
pour la description du re´gime mixte (section 2.7).
2.5.2 Facteurs d’e´coulement et e´quation de Reynolds moyenne
La premie`re approche du re´gime hydrodynamique en film mince vient de Christensen
[10] qui, par une me´thode analytique, fait intervenir l’espe´rance mathe´matique du rapport
h/Rq dans l’e´quation de Reynolds. De cette approche de´coule deux e´quations de Reynolds ;





























ou` h est la distance entre les lignes moyennes non re´actualise´es qui vaut ht en re´gime sans
contact.
Patir et Cheng [34, 33, 32] introduisent la notion de facteurs d’e´coulement sans dimen-
sion φx et φs repre´sentant des corrections sur le de´bit par rapport au cas sans aspe´rite´s.

























ou` la pression p et l’e´paisseur de lubrifiant h sont des valeurs moyennes a` l’e´chelle de la
rugosite´ (quelques microns), mais des valeurs locales a` l’e´chelle globale de la zone de contact
(quelques millime`tres).
L’e´quation (2.40) provient d’une reformulation de l’expression du de´bit q (2.26) pour
obtenir un de´bit moyen q¯ en fonction des valeurs moyennes de p et h. Patir et Cheng
e´crivent celui-ci de la manie`re suivante :









Le premier terme (terme de Couette) fait simplement intervenir l’e´paisseur de lubrifiant
moyenne a` la place de la valeur locale.
Le second terme (terme de Poiseuille) correspondant au de´bit duˆ a` la variation de
pression moyenne dans le film moyen fait intervenir le facteur de correction φx. Ce facteur
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est une image de l’influence de la rugosite´ sur le de´bit. Il doit, bien suˆr, tendre vers 1 si
l’e´paisseur du film augmente (h/Rq →∞).
Le troisie`me terme est un nouveau terme traduisant l’influence de la rugosite´ sur le
glissement. Il fait intervenir le facteur d’e´coulement φs dont le signe de´pend de la rugosite´
des deux surfaces et du sens de l’e´coulement. Pour fixer les ide´es, conside´rons le cas ou` la
surface 1 se de´place a` la vitesse u1 > 0 et que la surface 2 reste fixe (u2 = 0). Soit Rq1 et
Rq2 les rugosite´s RMS respectives des deux surfaces.
• Si Rq1 > Rq2, alors l’e´coulement de lubrifiant est favorise´ par les aspe´rite´s de la
surface 1 et le facteur de correction φs est positif.
• Si Rq1 < Rq2, alors l’e´coulement du lubrifiant est freine´ par les aspe´rite´s de la surface
1 et le facteur de correction φs est ne´gatif.
• Si Rq1 = Rq2, alors les aspe´rite´s n’ont pas d’influence sur le terme de glissement et la
correction est nulle (φs = 0)
Si γ1 et γ2 sont les nombres de Peklenik respectifs des deux surfaces, on a donc une












ou` on a introduit les facteurs de correction φ∗s qui ne de´pendent plus du sens de l’e´coulement.
Il est e´vident que le facteur d’e´coulement φs tend vers ze´ro lorsque l’e´paisseur du film
de lubrifiant augmente (h/Rq →∞). On tend alors vers le re´gime en film e´pais.
Dans le domaine de la lubrification hydrodynamique en film mince, la plupart des au-
teurs sont d’accord pour utiliser l’e´quation de Reynolds moyenne propose´e par Patir et
Cheng. Les diffe´rences entre les mode`les proviennent des expressions des facteurs d’e´coule-
ment φx et φs. A ce niveau, deux e´coles s’opposent : l’approche nume´rique par diffe´rences
finies ou par e´le´ments finis et l’approche analytique par la the´orie de la perturbation.
L’approche nume´rique (Patir et Cheng [33, 34], Lo [25], Tonder [48]) consiste a` ge´ne´rer
nume´riquement des surfaces d’une rugosite´ donne´e et a` re´soudre nume´riquement l’e´quation
de Reynolds pour de´duire les facteurs d’e´coulement. Les re´sultats nume´riques sont alors
approxime´s par une courbe continue. Cette me´thode ne´cessite de nombreuses hypothe`ses
(sur les conditions aux limites, la fonction d’auto-corre´lation, alignement des directions
principales de la rugosite´ selon l’e´coulement, la taille de la grille de calcul) qui expliquent
la diffe´rence entre les re´sultats obtenus.
L’approche analytique (Elrod [13], Tripp [49]) ne ne´cessite pas toutes ces hypothe`ses.
Ceci permet, par exemple, de calculer des effets croise´s par l’interme´diaire de facteurs φxy
(influence d’un gradient de pression dans la direction x sur le de´bit du lubrifiant selon y).
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2.5.3 Mode`le de Patir & Cheng
Si H = h/Rq, le facteur d’e´coulement en pression φx de Patir et Cheng s’e´crit :
φx = 1− C1 e−rH pour γ ≤ 1
φx = 1− C2H−1.5 pour γ > 1 (2.43)
avec les de´finitions suivantes pour C1, C2 et r en fonction de l’orientation de la rugosite´,
c’est-a`-dire en fonction du nombre de Peklenik γ :
C1 = 0.89679− 0.26591 ln γ (2.44)
C2 = −0.10667 + 0.10750 γ (2.45)
r = 0.43006− 0.10828 γ + 0.23821 γ2 (2.46)












Epaisseur de film adimensionnelle H=h/Rq
φ x




Fig. 2.6: Facteur d’e´coulement en pression φx de Patir et Cheng




pour H ≤ 5
φ∗s = A2 e
−0.25H pour H > 5
(2.47)
avec les coefficients A1, A2, α1, α2 et α3 de´finis par :
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Fig. 2.7: Facteur d’e´coulement en cisaillement φs de Patir et Cheng
γ 1/9 1/6 1/3 1 3 6 9
A1 2.046 1.962 1.858 1.899 1.560 1.290 1.011
A2 1.856 1.754 1.561 1.126 0.556 0.388 0.295
α1 1.12 1.08 1.01 0.98 0.85 0.62 0.54
α2 0.78 0.77 0.76 0.92 1.13 1.09 1.07
α3 0.03 0.03 0.03 0.05 0.08 0.08 0.08
Le facteur A2 peut e´galement eˆtre approxime´ par la formule [28] :
A2 = 1.0766− 0.37758 ln γ (2.48)
Ces formules sont pre´sente´es graphiquement par les figures 2.6 et 2.7 pour diffe´rentes
valeurs du nombre de Peklenik (γ =1/9, 1/6, 1/3, 1, 3, 6, 9). L’interpre´tation physique
des ces graphes est la suivante : si on raisonne a` e´paisseur de film constante, dans le cas
d’un gradient de pression ne´gatif, le de´bit sera d’autant plus grand que la rugosite´ est
longitudinale (e´quation (2.41)). En effet, dans ce cas, la rugosite´ transversale a tendance
a` freiner l’e´coulement du lubrifiant. Inversement, l’effet d’un gradient de pression positif,
c’est-a`-dire un gradient qui tend a` empeˆcher le mouvement du fluide, sera d’autant plus
faible que la rugosite´ est de type transversale.
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Pour le facteur φs, un raisonnement analogue est possible en regardant l’e´quation du
de´bit moyen (2.41). Si on conside`re le cas du laminage ou` la surface 2 est le cylindre,
suppose´ lisse, et la surface 1 est la bande, suppose´e rugueuse, on a V = v1 − v2 < 0 dans
la zone d’entre´e (le cylindre va plus vite que la bande). Par la formule (2.42) on constate
que φs sera ne´gatif et sa valeur absolue est donne´e par la figure 2.7. Le de´bit sera donc
d’autant plus grand que le nombre de Peklenik est grand (rugosite´ longitudinale). En effet,
une rugosite´ transverse sur la surface la plus lente freine l’e´coulement. Si, maintenant c’est
la surface la plus rapide qui est rugueuse, le terme de correction est positif et le de´bit
sera d’autant plus grand que le nombre de Peklenik est faible. Dans ce cas, la rugosite´ a
tendance a` transporter le fluide dans l’emprise et favorise l’e´coulement.
2.5.4 Mode`le de Tripp
L’approche analytique de Tripp [49] permet de de´finir des matrices traduisant e´galement
les effets croise´s. Nous les pre´sentons ici dans les axes principaux. Si H = h/Rq, la matrice




















Les figures 2.8 et 2.9 repre´sentent graphiquement ces facteurs d’e´coulement pour dif-
fe´rentes valeurs du nombre de Peklenik (γ =1/9, 1/6, 1/3, 1, 3, 6, 9). On constate que
leurs formes ge´ne´rales sont tre`s semblables a` ceux de Patir et Cheng (figures 2.6 et 2.7).
Cependant, pour des valeurs de γ proche de 0, le facteur φx propose´ par Tripp devient
ne´gatif, contrairement a` celui propose´ par Patir et Cheng.
2.5.5 Calcul du cisaillement moyen
La relation exprimant le cisaillement (2.31) doit eˆtre corrige´e pour tenir compte de
l’influence des aspe´rite´s. Pour ce faire, Patir et Cheng [33, 34, 32] de´finissent un cisaillement











ou` le signe positif est relatif a` la surface 1 (z = h) et le signe ne´gatif pour la surface 2
(z = 0).
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Fig. 2.8: Facteur d’e´coulement en pression φx de Tripp
Si H = h/Rq, le facteur de correction en pression s’e´crit :
φfp = 1−D e−sH (2.52)
avec les valeurs de D et s reprises dans le tableau ci-dessous :
γ 9 1/6 1/3 1 3 6 9
D 1.51 1.51 1.47 1.40 0.98 0.97 0.73
s 0.52 0.54 0.58 0.66 0.79 0.91 0.91
Le facteur de correction φfs est construit comme le facteur d’e´coulement en cisaillement
φs qui apparaˆıt dans l’e´quation de Reynolds : son signe de´pend de la rugosite´ des deux
surfaces et du sens de l’e´coulement. Si γ1 et γ2 sont les nombres de Peklenik respectifs des












ou` on a introduit le facteur de correction φ∗fs qui ne de´pendent plus du sens de l’e´coulement.




pour H ≤ 7
φ∗fs = 0 pour H > 7
(2.54)
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Fig. 2.9: Facteur d’e´coulement en cisaillement φs de Tripp
ou` apparaissent les coefficients A3, α4, α5 et α6 de´finis dans le tableau suivant :
γ 1/9 1/6 1/3 1 3 6 9
A3 14.1 13.4 12.3 11.1 9.8 10.1 8.7
α4 2.45 2.42 2.32 2.31 2.25 2.25 2.15
α5 2.30 2.30 2.30 2.38 2.8 2.9 2.97
α6 0.10 0.10 0.10 0.11 0.18 0.18 0.18









[−55 + z (132 + z (345








[66 + z2(30 z2 − 80)]} pour H > 3
(2.55)
avec z = H/3 et ε˜ = 1/300.
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Fig. 2.10: Facteur de correction φfp de Patir et Cheng
2.5.6 Equation de Reynolds moyenne stationnaire
Dans le cas d’un proble`me stationnaire comme le laminage, on peut inte´grer l’e´quation









Rqφs + cdebit (2.56)
ou` la constante d’inte´gration cdebit n’est rien d’autre que le de´bit du lubrifiant.
2.6 Le re´gime limite
Le re´gime limite est le re´gime le moins bien connu a` l’heure actuelle malgre´ de nom-
breuses publications sur le sujet (voir par exemple [39, 19, 29, 43, 25] parmi beaucoup
d’autres). Il correspond a` un e´crasement des aspe´rite´s presque total et un contact donc
tre`s se´ve`re. En pratique, on conside`re que le re´gime limite est atteint lorsque les conditions
suivantes sont remplies : {
ht ≪ 3Rq
Apa/p ≈ 1 (2.57)
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Fig. 2.11: Facteur de correction φfs de Patir et Cheng
Dans ce re´gime, le frottement est tre`s important et l’usure des outils est e´leve´e. De plus,
les risques d’adhe´sion et de grippage ne sont pas ne´gligeables.
Les phe´nome`nes rencontre´s sont complexes et de nature diverse (labourage, micro-
labourage, formation de vagues, indentation, adhe´sion, transfert de rugosite´, e´crasement
d’aspe´rite´s). Ces phe´nome`nes sont gouverne´s par la physique et la chimie des mate´riaux en
pre´sence (grains de la toˆle, outils, couche d’oxyde, impurete´s, film mole´culaire de lubrifiant,
...). Des mode`les micro-me´caniques essayent de fournir une relation entre la durete´ des as-
pe´rite´s, l’aire re´elle de contact et l’e´tat de contrainte au coeur du mate´riau. Nous pre´sentons
dans la section suivante quelques-uns de ces mode`les en nous limitant a` l’e´crasement d’une
aspe´rite´ par un outil lisse.
Bien que ce re´gime n’est pas courant en pratique (certaines ope´rations de laminage a`
chaud et le “skin-pass”), sa mode´lisation est importante puisque il intervient au sommet de
chaque aspe´rite´ (sur les plateaux) lorsque le contact est moins se´ve`re.
Bien que la me´canique en jeu est complexe, il est souvent bien reconnu [50, 28] qu’une
loi de frottement de Coulomb ou de Tresca avec un coefficient de frottement constant
repre´sente assez bien la re´alite´. La difficulte´ re´side dans la de´termination de cette constante.
On utilisera donc une loi de Coulomb traditionnelle
τa = µa pa (2.58)
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Epaisseur de film adimensionnelle H=h/Rq
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Modèle de Patir et Cheng
Fig. 2.12: Facteur de correction φf de Patir et Cheng
ou une loi de Tresca
τa = m¯a k (2.59)
ou` τa repre´sente le cisaillement sur les aspe´rite´s, µa et m¯a sont respectivement les coefficient
de frottement de Coulomb et Tresca, pa est la pression supporte´e par les aspe´rite´s et k est
la contrainte d’e´coulement en cisaillement du mate´riau constituant l’aspe´rite´.
2.7 Le re´gime mixte
2.7.1 Introduction
Le re´gime mixte est atteint lorsque les aspe´rite´s des deux surfaces entrent en contact
et que les conditions suivantes sont remplies :{
ht ≤ 3Rq
0.1 < Apa/p < 0.9
(2.60)
C’est le re´gime que l’on rencontre dans la plupart des ope´rations de mise a` forme. Dans
le cas du laminage, le frottement est suffisant pour entraˆıner la toˆle dans l’emprise et pour
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fournir une surface brillante en sortie d’emprise sans augmenter excessivement la force et
le couple a` fournir. De plus, l’usure des outils est bien plus faible que dans le cas du re´gime
limite.
Dans ce re´gime, la pression totale d’interface est supporte´e en partie par le lubrifiant
s’e´coulant dans les valle´es et en partie par les aspe´rite´s en contact. On distingue donc la
pression totale p, la pression du lubrifiant pb et la pression sur les plateaux pa. Celles-ci
sont relie´es entre-elles par une e´quation de partage :
p = Apa + (1− A) pb (2.61)
dans laquelle le facteur de ponde´ration est l’aire re´elle de contact. Une e´quation similaire
peut eˆtre e´crite pour le cisaillement total a` l’interface τ . Il se compose du cisaillement dans
le lubrifiant τb et celui sur les plateaux τa :
τ = Aτa + (1− A) τb (2.62)
Le cisaillement dans le lubrifiant est calcule´ par une loi du type hydrodynamique (2.31)
ou` l’e´paisseur de film h est remplace´e par l’e´paisseur locale de film ht/(1−A) :
τb = η (1−A) V
ht
(2.63)
On peut e´galement introduire dans cette expression des facteurs de correction du type
(2.52), (2.55) et (2.53).
Le cisaillement sur les aspe´rite´s est calcule´ par une loi de Coulomb (2.58) ou de Tresca
(2.59).
En ge´ne´ral, la pression totale p peut eˆtre de´duite des e´quations d’e´quilibre des deux
corps en contact. La pression pb est obtenue par inte´gration de l’e´quation de Reynolds
moyenne dans les valle´es inter-aspe´rite´s. Il reste donc a` de´terminer soit pa, soit A et utiliser
l’e´quation de partage (2.61) pour connaˆıtre toutes les inconnues. Pour ce faire, il faut une
e´quation supple´mentaire de´crivant la manie`re dont les aspe´rite´s se de´forment au cours du
temps et un mode`le d’e´crasement d’aspe´rite´s qui relie l’aire re´elle de contact A, la vitesse
de de´formation du coeur de la matie`re et la durete´ des aspe´rite´s.
Enfin, on de´duit le cisaillement total τ graˆce a` l’e´quation (2.62)
Le re´gime mixte peut eˆtre encore divise´ [28] en re´gime mixte a` tendance limite ou“basse
vitesse” ou` l’interface est controˆle´e par le mode`le d’e´crasement d’aspe´rite´ et le re´gime mixte
a` tendance hydrodynamique ou “haute vitesse” ou` l’interface est controˆle´e par l’e´quation
d’e´volution du lubrifiant, c’est-a`-dire l’e´quation de Reynolds. Cette dernie`re devra eˆtre
adapte´e au re´gime mixte puisque les facteurs d’e´coulements φx et φs ne sont pas toujours
de´finis lorsque les aspe´rite´s entre en contact.
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2.7.2 Mode`les d’e´crasement d’aspe´rite´s
Les interactions entre les aspe´rite´s des deux surfaces en contact ne se re´sument certaine-
ment pas a` de l’e´crasement simple. Le labourage, l’indentation, l’adhe´sion et les interactions
physico-chimiques constituent les principaux phe´nome`nes apparaissant dans ce contexte.
Cependant, vu la complexite´ du proble`me, les mode`les actuels sont base´s sur l’e´crasement
d’une aspe´rite´ type contre un plan. Nous allons voir que malgre´ cette apparente simplicite´,
les mode`les actuels sont souvent fort diffe´rents.
Un mode`le d’e´crasement d’aspe´rite´ est une relation entre la durete´ adimensionnelle
relative des aspe´rite´s H , la vitesse de de´formation adimensionnelle E et l’aire re´elle de









ou` k est la contrainte d’e´coulement en cisaillement du mate´riau constituant l’aspe´rite´, ε˙plxx
est le taux de de´formation plastique du coeur de la matie`re dans le sens de l’e´coulement, l¯
est la demi-distance moyenne entre deux aspe´rite´s, va est la vitesse verticale de la matie`re










Fig. 2.13: Proble`me d’indentation e´quivalent pour l’e´crasement d’aspe´rite´s longitudi-
nales (d’apre`s Wilson & Sheu [52]).
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Il existe plusieurs mode`les d’e´crasement. Le premier est celui de Wilson et Sheu [54, 43].
Ils utilisent un mode`le de borne supe´rieure pour e´tudier l’influence de la de´formation plas-
tique du substrat sur la durete´ des aspe´rite´s. Ils supposent que l’e´crasement d’aspe´rite´s
pe´riodiques triangulaires longitudinales est e´quivalent a` une indentation pe´riodique. Fina-
lement la relation semi-empirique suivante est obtenue (figure 2.14) :
H =
2
f1 E + f2
(2.66)






















Modèle d’écrasement de Wilson & Sheu
E
H
Fig. 2.14: Mode`le d’e´crasement de Wilson & Sheu
On peut constater la forte diminution de la durete´ adimensionnelle des aspe´rite´s lorsque
le coeur de la matie`re commence a` plastifier (E 6= 0). Ceci implique une augmentation de
l’aire re´elle de contact si la pression supporte´e par les aspe´rite´s reste constante.
Sutcliffe [28] a e´galement utilise´ la meˆme technique avec un champ de vitesse diffe´rent
pour de´river un autre mode`le d’e´crasement. Il obtient (figure 2.15) :
H =
2
A ((3.81− 4.38A)E)1/2 (2.69)
Remarquons que ce mode`le ne peut pas eˆtre applique´ pour n’importe quelle valeur de
A puisque E, qui est une valeur positive mesurant la plasticite´ du coeur, devient ne´gatif
lorsque A est supe´rieur a` 0.87 !
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Modèle d’écrasement de Sutcliffe
E
H
Fig. 2.15: Mode`le d’e´crasement de Sutcliffe
Sutcliffe [46] a e´galement e´tabli un mode`le d’e´crasement pour des aspe´rite´s en dents de








D’autres mode`les ont e´te´ obtenus par simulation nume´rique par la me´thode des e´le´ments
finis. Les re´sultats montrent que les plateaux plastifient tre`s vite alors que le coeur reste
e´lastique. Au fur et a` mesure que l’e´crasement augmente, la zone plastique se propage vers
le coeur.
2.7.3 Equations d’e´crasement d’aspe´rite´s
Lors de l’e´crasement des aspe´rite´s, on peut de´finir une zone de de´formation locale (la
peau de la toˆle) et une zone infe´rieure ou` la de´formation plastique est suppose´e uniforme
(le substrat, le coeur). Suivant que le coeur plastifie ou non, on devra utiliser des e´quations
diffe´rentes.








ou` E est de´termine´ par le mode`le d’e´crasement choisi et la de´formation a` la base des as-
pe´rite´s calcule´e par εxx = (l− l0)/l ou` l et l0 repre´sentent respectivement la demi-distance
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courante et initiale entre deux aspe´rite´s. Pour l’e´crasement d’aspe´rite´s transversales, Sut-












Dans le cas d’une rugosite´ quelconque, Marsault [28] de´termine une e´quation d’e´crase-
ment ge´ne´rale de´pendant de la fonction de distribution des hauteurs.
Soit f(y, t) la fonction de re´partition des hauteurs. Au temps t1, elle est tronque´e par
un Dirac de valeur A en y = y∗(t1). Au temps t1+∆ t, le Dirac s’est de´place´ de va∆ t et la
fonction de re´partition de vb∆ t. Si on mesure les distances par rapport a` la ligne moyenne
initiale de la surface, on peut e´crire :
ymin(t1 +∆ t) = ymin(t1) + vb∆ t (2.73)
y∗(t1 +∆ t) = y
∗(t1)− va∆ t (2.74)
f(y, t1 +∆ t) = f(y + vb∆ t, t1) (2.75)




f(y, t) dy (2.76)
on calcule la variation de A sur le temps ∆ t :
∆A = A(t1 +∆ t)−A(t1) =
∫ y∗(t1)
ymin(t1)
f(y, t1) dy −
∫ y∗(t1+∆ t)
ymin(t1+∆ t)




f(y, t1) dy −
∫ y∗(t1)−va ∆ t
ymin(t1)+vb ∆ t








= (va + vb)∆ t f(h) (2.77)
On obtient finalement l’expression ge´ne´rale de l’e´quation d’e´crasement en introduisant














vx et f(h) = −dA
d h
(2.79)
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Une fois que h est calcule´, on calcule A par la relation (2.76).
Lorsque le coeur de la matie`re ne plastifie pas, la vitesse de de´formation adimensionnelle
est nulle et il n’est pas toujours possible de poser E = 0 dans les formules pre´ce´dentes vu
que cette variable apparaˆıt au de´nominateur (e´quation (2.69)).
Pour des rugosite´s en dents de scie, on peut calculer pa graˆce a` l’e´quation de Hill pour
l’e´crasement d’un pic :
pa = 2 k (1− θ) (2.81)
ou` θ est la moitie´ de l’angle de l’aspe´rite´.
Pour une rugosite´ quelconque, on pose E = 0 dans l’e´quation de Wilson et Sheu (2.66)
pour obtenir une relation directe entre l’aire re´elle de contact A et la durete´ de l’aspe´rite´
H de la forme H = H(A) :
H = 2 (2.571− A− A lnA) (2.82)
2.7.4 Modification de l’e´quation de Reynolds
L’e´quation de Reynolds moyenne telle que de´finie par l’e´quation (2.40) est limite´e au cas
du re´gime hydrodynamique puisqu’elle fait intervenir la distance entre les lignes moyennes
non re´actualise´es h qui, dans le cas du re´gime mixte, peut devenir ne´gatif pour A > 0.5.
La solution, propose´e par Wilson et Chang [51], est de re´e´crire l’e´quation de Reynolds
moyenne en terme de distance entre lignes moyennes re´actualise´es ht qui, par de´finition,

























Des nouvelles expressions pour les facteurs d’e´coulement en pression (φx) et en cisaillement
(φs) ont e´te´ calcule´es pour des aspe´rite´s en dents de scie par Wilson et Chang [51] et pour
des aspe´rite´s de forme quelconque par Wilson et Marsault [52].
2.8 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ les diffe´rentes e´quations utilise´es pour calculer
l’e´volution du lubrifiant et les interactions de celui-ci avec les aspe´rite´s de la toˆle. Ce sujet
est un domaine de recherches particulie`rement actif ces dernie`res anne´es. La plupart des
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mode`les pre´sente´s ici sont tre`s re´cents et de nouvelles approches seront certainement mises
au point dans les prochaines anne´es.
Dans le chapitre 3, nous allons utiliser cette the´orie en l’appliquant au laminage a` froid
en re´gime de lubrification mixte.
La discre´tisation par e´le´ments finis des e´quations gouvernant le re´gime hydrodynamique
(film e´pais et film mince) sera explique´e au chapitre 4.
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Chapitre 3
Me´thode de re´solution par
diffe´rences finies
3.1 Introduction
Apre`s avoir introduit toutes les notions fondamentales de la the´orie de la lubrification
dans le cadre de la mise a` forme des mate´riaux, nous pre´sentons dans ce chapitre une
me´thode de re´solution mise au point par Marsault [29, 28, 52] dans le cas du laminage a`
froid de toˆles minces.
Ce mode`le est certainement le plus e´labore´ a` l’heure actuelle. Il inclut tous les derniers
raffinement pour le traitement du re´gime mixte et il a l’avantage d’eˆtre tre`s clairement
de´taille´. C’est pour ces raisons que nous avons de´cide´ de reprogrammer cet algorithme a`
partir du manuscrit de la the`se de Marsault. Nous posse´dons donc maintenant l’e´quivalent
du programme “Lam2DTribo” (programme de Marsault) sans les effets thermiques, ni la
prise en compte des de´formations du cylindre. En effet, nous pensons que, bien que ces
effets peuvent eˆtre parfois non ne´gligeables, ils ne nous apporteraient rien en plus au ni-
veau de la connaissance des phe´nome`nes tribologiques relatifs au laminage. Par contre, ils
ne´cessiteraient un grand investissement au niveau du temps de programmation. En effet,
rappelons que notre objectif final est d’inclure un mode`le de re´gime mixte dans META-
FOR, le programme e´le´ments finis de´veloppe´ au LTAS de l’Universite´ de Lie`ge. Ces deux
simplifications pourront eˆtre ajoute´es facilement par la suite si, un jour, la ne´cessite´ se
faisait sentir.
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
46 CHAPITRE 3. Me´thode de re´solution par diffe´rences finies
3.2 Description du mode`le de Marsault
3.2.1 Position du proble`me
Le proble`me consiste a` simuler un processus de laminage, c’est-a`-dire l’ope´ration de
mise a` forme par laquelle une toˆle d’e´paisseur t1 voit son e´paisseur se re´duire a` t2 par
le passage entre deux cylindres de rayon R0. Il est inte´ressant de de´finir quelques notions
relatives a` ce proce´de´, comme la re´duction de la passe r = (t2−t1)/t1, la longueur d’emprise
xrbl ≈
√












































Fig. 3.1: Ge´ome´trie d’une ope´ration de laminage.
Pour avoir un laminage stable, la vitesse d’entre´e de la bande v1 est infe´rieure a` la
vitesse des cylindres ur et la vitesse de sortie v2 est supe´rieure a` la vitesse des cylindres ur.
Le point neutre est le point ou` la vitesse relative change de signe.
On divise l’espace en trois zones bien distinctes (voir figure 3.1) :
• la zone d’entre´e ou` le lubrifiant est mis en pression.
• la zone de travail ou` la toˆle se de´forme plastiquement et ou` on observe ge´ne´ralement
un re´gime de lubrification mixte.
• la zone de sortie ou` la pression du lubrifiant retombe a` 0.
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3.2.2 Me´thode des tranches pour la me´canique de la bande
La me´thode des tranches suppose que les de´formations sont planes (e´tat plan de de´for-
mation) et que les axes principaux des contraintes sont ceux du proce´de´. Il n’y a donc pas
de cisaillement interne dans la bande. Cette dernie`re hypothe`se est valable si la toˆle est
mince.
s






Fig. 3.2: Equilibre d’une tranche.




= −p d t
d x
− 2 τ (3.1)






σz = νs (σx + σy) (3.3)
ou` t = t(x) est l’e´paisseur de la toˆle, νs le coefficient de Poisson de la toˆle et p et τ , la
pression et le cisaillement a` la surface de la toˆle.
Lorsque la bande entre en plasticite´, de nouvelles e´quations doivent intervenir dans le
mode`le. On utilise une loi d’e´crouissage de type exponentielle (Krupkowski) :
σ0 = Y (1 +K ε¯)












ou` εx et εy sont les de´formations selon x et y, Y et K sont des constantes, n est le coefficient
d’e´crouissage, σ0 est la limite d’e´lasticite´, ε¯ est la de´formation ge´ne´ralise´e et vx la vitesse
locale de la toˆle. Cette dernie`re permet de remplacer l’inte´grale temporelle par une inte´grale
sur l’espace.
On utilise e´galement le crite`re de Von-Mises qui s’e´crit dans ce cas :
f(σ) = (σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σx − σz)2 = 2 σ0 (3.5)
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
48 CHAPITRE 3. Me´thode de re´solution par diffe´rences finies
En utilisant la de´composition des incre´ments e´lasto-plastiques ε˙ = ε˙el + ε˙pl ou` ε˙el suit





































(1 + νs)(1− 2 νs) (3.10)
µ =
Es
2 (1 + νs)
(3.11)
ou` λ et µ sont les coefficients de Lame´ du mate´riau, χ est le module de compressibilite´, si
et ei sont respectivement les de´viateurs des contraintes et des de´formations selon i et enfin
phydro est la pression hydrostatique de´finie par phydro = −σii/3.
Ce mode`le permet de prendre en compte les de´formations e´lastiques qui influencent la
ge´ome´trie de la zone d’entre´e et donc la quantite´ de lubrifiant entrant dans l’emprise.
3.2.3 Traitement des diffe´rents re´gimes
Cette section pre´sente la me´thode de re´solution utilise´e pour calculer les diffe´rentes
inconnues du proble`me. Nous ne de´taillons pas ici les e´quations vu leur nombre impor-
tant. Celles-ci peuvent eˆtre trouve´es en annexe du manuscrit de Marsault [28]. Nous nous
contentons de re´sumer les grands principes de la me´thode.
Pour re´soudre le proble`me de laminage complet, l’espace est divise´ en plusieurs zones
en fonction des e´quations qui entrent en jeu dans le mode`le. Cette division est repre´sente´e
sur la figure 3.3.
On distingue tout d’abord 3 zones en fonction de l’e´tat de plasticite´ de la toˆle :
La premie`re zone est appele´e zone d’entre´e ou zone d’admission. C’est dans cette zone
que le lubrifiant est entraˆıne´ dans l’emprise et mis en pression. Par de´finition, cette zone
se termine a` l’endroit ou` la toˆle quitte le re´gime e´lastique et entre en plasticite´ (en x = xiw
sur la figure 3.1). Cette zone est a` nouveau divise´e en zone d’entre´e hydrodynamique, pour
laquelle l’e´paisseur de film de lubrifiant est suffisante pour qu’il n’y ait pas de contact entre
aspe´rite´s (ht > 3Rq dans le cas d’une distribution de Christensen) et zone d’entre´e mixte
ou` il y a contact. Dans la premie`re, l’e´quation de Reynolds moyenne stationnaire (2.56) est
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ZONE D'ADMISSION ZONE DE TRAVAIL ZONE DE SORTIE
A
Fig. 3.3: Division de l’emprise en 5 zones de calcul.
utilise´e pour calculer la pression de lubrifiant pb qui est e´gale a` la pression totale p puisqu’il
n’y a pas de contact entre les aspe´rite´s. Cette e´quation est couple´e avec la me´canique de la
toˆle mode´lise´e par la me´thode des tranches (e´quations (3.1),(3.2),(3.3)) Dans la seconde,
on ajoute a` ces e´quations les e´quations de partage de la pression (2.61) et du cisaillement
(2.62), et un mode`le d’e´crasement d’aspe´rite´ valable lorsque le substrat reste e´lastique (par
exemple (2.66)). Dans cette zone, la pression du lubrifiant pb n’est plus e´gale a` la pression
totale p puisqu’une partie de cette dernie`re est supporte´e par les aspe´rite´s et l’aire re´elle
de contact augmente au fur et a` mesure que l’e´paisseur de film diminue.
La deuxie`me zone est appele´e zone de travail. C’est dans cette zone que la toˆle se de´forme
plastiquement. Elle se termine donc lorsque la toˆle retourne dans le domaine e´lastique (en
x = xwo sur la figure 3.1). Cette abscisse correspond a` l’extre´mum de la fonction de´crivant
la ge´ome´trie du cylindre. Si le cylindre est rigide, on a xwo = 0. On n’a donc pas besoin de
mettre au point une technique de pre´dicteur e´lastique et correcteur plastique ge´ne´ralement
utilise´e pour repe´rer si le mate´riau est e´lastique ou plastique. En effet, si la ge´ome´trie du
cylindre est connue, la fin de la zone de travail et donc l’e´tendue de la zone plastique
est connue. Dans la zone de travail, les e´quations a` re´soudre sont les meˆmes que dans la
zone d’entre´e mixte auxquelles on ajoute les e´quations de´crivant la plasticite´ de la bande
(e´quations (3.7)).
Cependant, il n’est pas possible de re´soudre ces e´quations dans tous les cas possibles.
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En effet, si on proce`de dans la zone de travail mixte de la meˆme manie`re que dans la zone
d’entre´e mixte (c’est-a`-dire calculer la pression de lubrifiant par l’e´quation de Reynolds
et la pression sur les aspe´rite´s par le mode`le d’e´crasement), on rencontre des difficulte´s
nume´riques tre`s importantes lie´es a` l’e´quation de Reynolds. En effet, lorsque la bande
entre en plasticite´, la durete´ des aspe´rite´s H diminue et la pression supporte´e par les
aspe´rite´s chute. Pour compenser cette diminution, la pression du lubrifiant augmente. Si
cette augmentation est telle qu’a` un moment pb = pa = p, on peut montrer que le terme
de Poiseuille, duquel on extrait la pression, devient ne´gligeable et le profil de pb devient
extreˆmement sensible au de´bit de lubrifiant. Cette situation peut avoir deux causes bien
distinctes :
• soit une vitesse de laminage e´leve´e,
• soit une orientation de rugosite´ isotrope a` transverse avec un laminage a` faible vitesse
et l’approche du seuil de percolation. Ce seuil correspond au moment ou` le lubrifiant
est pie´ge´ dans les valle´es et que sa pression est uniquement hydrostatique.
Marsault de´cide donc de changer la forme des e´quations a` re´soudre lorsque la pression
du lubrifiant est e´gale a` la pression sur les aspe´rite´s. Le terme de Poiseuille est ne´glige´
et l’e´quation de Reynolds permet le calcul de l’e´paisseur de film de lubrifiant. Dans cette
partie, un mode`le d’e´crasement d’aspe´rite´ n’est plus ne´cessaire puisqu’on fait implicitement
l’hypothe`se de l’e´galite´ des pressions.
On peut constater que lorsque la vitesse de laminage diminue, cette transition se fait
de plus en plus tard. En particulier, il existe une vitesse a` partir de laquelle il n’y a pas de
transition et la zone de travail est entie`rement re´solue comme la zone d’entre´e mixte (mis
a` part la plasticite´ de la bande).
C’est pour cette raison que la premie`re partie de la zone de travail mixte ou` le mode`le
d’e´crasement re´git l’e´paisseur de lubrifiant, est appele´e zone de travail mixte basse vitesse
et que la deuxie`me partie, ou` c’est l’e´quation de Reynolds qui joue ce roˆle, est appele´e zone
de travail mixte haute vitesse ou hydrodynamique.
Tout le proble`me est de de´tecter cette transition entre les deux re´gimes. Marsault a
e´tudie´ plusieurs types de conditions de passage (conditions sur les gradients de pression,
sur les valeurs du terme de Poiseuille,...) d’un re´gime a` l’autre et il s’ave`re que la condition
p = pb, la plus simple de toutes, est la plus efficace en pratique.
La dernie`re zone est la zone de sortie ou` la pression retombe a` ze´ro. Cette zone se
termine (en x = xout) lorsque 3 conditions sont simultane´ment re´alise´es :
pb = 0, σx = σ2 σy = 0 (3.12)
Pour satisfaire ces trois relations en meˆme temps, on utilise une double me´thode de tir
sur les deux variables en entre´e inconnues a priori : la vitesse d’entre´e de la toˆle v1 et le
de´bit du lubrifiant cdebit apparaissant dans l’e´quation de Reynolds stationnaire (2.56). Les
de´tails de cette me´thode de tir sont explique´s dans la section suivante.
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Dans la zone de sortie, les variables h, ht et A sont suppose´es constantes. Suivant que
l’on sort d’une zone de travail haute ou basse vitesse, on entre dans une zone de sortie
haute (pa = pb = p) ou basse (pb 6= p) vitesse. Dans ces deux cas, on re´sout les e´quations
exprimant l’e´lasticite´ de la bande. Dans le cas basse vitesse ou` pb est diffe´rent de p, on a
besoin de l’e´quation de Reynolds pour calculer la pression du lubrifiant. Dans le cas haute
vitesse, vu l’e´galite´ des pressions, l’e´quation pb = 0 est automatiquement ve´rifie´e en fin de
calcul si p = 0.
3.2.4 Algorithme ge´ne´ral
Le proble`me formule´ mathe´matiquement est compose´ de cinq syste`mes d’e´quations
diffe´rentielles ordinaires qu’il faut re´soudre successivement en ve´rifiant a` tout moment les
conditions de transition d’un re´gime a` l’autre.
L’inte´gration spatiale de chaque syste`me est re´alise´e par la me´thode explicite de Runge
Kutta du quatrie`me ordre. Si le syste`me a` re´soudre est de la forme y′ = f(x,y), la me´thode
consiste a` calculer successivement :
k1 = h f(xn,yn) (3.13)
k2 = h f(xn + h/2,yn + k1/2) (3.14)
k3 = h f(xn + h/2,yn + k2/2) (3.15)
k4 = h f(xn + h,yn + k3) (3.16)
et la mise jour du vecteur inconnu s’effectue graˆce a` la formule :













L’erreur est controˆle´e a` tout moment et le pas de temps est adapte´ en conse´quence.
On obtient ainsi un maillage (tre`s) fin dans les zones de forts gradients (principalement
pour la transition entre la zone d’entre´e et la zone de travail) et un maillage plus grossier
ailleurs. Avec cette technique, il n’est pas rare d’obtenir plusieurs dizaines de milliers de
pas d’inte´gration sur la longueur de l’emprise !
L’algorithme de Marsault est pre´sente´ a` la figure 3.4. Il consiste a` utiliser une double
me´thode de tir sur la vitesse d’entre´e et le de´bit du lubrifiant pour obtenir, en sortie, une
pression totale nulle, une pression nulle pour le lubrifiant et une contrainte de traction
longitudinale e´gale a` la traction impose´e (conditions (3.12)). Tout d’abord un tir par di-
chotomie sur la valeur du de´bit de lubrifiant cdebit est effectue´ jusqu’a` ce que la condition
pb = 0 soit atteinte. Ensuite, un tir par dichotomie sur la vitesse d’entre´e de la bande v1
permet d’obtenir σx = σ2.
Le deuxie`me tir ne pose en ge´ne´ral pas de proble`mes. Par contre, le tir sur le de´bit
du lubrifiant me´rite d’eˆtre explicite´ en de´tail dans le cas ou` il existe une transition basse
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vitesse / haute vitesse. En effet, on pourrait penser que, dans ce cas, les conditions de sortie
peuvent eˆtre satisfaites pour n’importe quel valeur du de´bit de lubrifiant cdebit puisque la
condition pb = 0 est automatiquement satisfaite. En re´alite´, une seule valeur du de´bit est
correcte. Pour la trouver, on utilise uniquement les e´quations mixtes basse vitesse (c’est-
a`-dire les e´quations les plus ge´ne´rales possibles) lors du tir sur le de´bit, en interdisant la
transition. Si une transition existe physiquement, il va arriver un moment ou` la valeur
de cdebit est telle qu’une augmentation de l’epsilon machine produira une pression pb > p
et une diminution de l’epsilon machine produira une pression ne´gative pour le lubrifiant
(pb < 0). A ce moment bien pre´cis, pour lequel il n’est plus possible de re´duire l’intervalle
de tir, on autorise la transition en utilisant cette dernie`re valeur pour le de´bit du lubrifiant.
DEBUT
FIN
Intégration par Runge Kutta
Equation de Reynolds
Equation d 'écrasem ent d'aspérités
Equations d'équilibre (méthode des tranches)
Sortie :
p  =  0b
Sortie :
en x =  xout








d'entrée de la tôle σ  = σx 2
?
?
Fig. 3.4: Algorithme propose´ par Marsault.
L’algorithme pre´sente´ par Marsault dans sa the`se permet e´galement de prendre en
compte la de´formation du cylindre. Ceci ne´cessite une boucle exte´rieure supple´mentaire
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ajustant progressivement la ge´ome´trie du cylindre. Le calcul de´bute avec un cylindre parfai-
tement circulaire et la de´formation du cylindre est calcule´e par e´le´ments finis en appliquant
les pressions et cisaillements venant d’eˆtre calcule´s lors de la double me´thode de tir. Si la
de´forme´e du cylindre ainsi obtenue est trop diffe´rente de celle utilise´e pour la re´solution du
proble`me de lubrification, on recommence avec la nouvelle ge´ome´trie et ainsi de suite.




Pour tester notre imple´mentation de l’algorithme de Marsault, nous avons effectue´
de nombreux tests. Nous pre´sentons, dans ce rapport, deux proble`mes tire´s directement
du manuscrit de Marsault. Le premier est un cas acade´mique qui permet de retrouver
les diffe´rents phe´nome`nes classiques propres au laminage. Il nous permettra e´galement de
constater que le roˆle de la loi d’e´crasement est tre`s important et que le mode`le d’e´crasement
choisi influence tre`s significativement les re´sultats.
Le second est un cas industriel qui a e´te´ compare´ avec des mesures expe´rimentales par
Marsault. Nous nous contentons ici de montrer que nos re´sultats sont e´quivalents a` ceux
obtenus par Marsault.
Les autres cas de la the`se de Marsault n’ont pas e´te´ simule´s parce qu’ils supposaient
un cylindre de´formable ou la prise en compte des effets thermiques dans les e´quations.
Nous nous sommes donc tourne´ vers les seuls cas utilisant un cylindre rigide et ou` les effets
thermiques e´taient ne´glige´s.
Il pourrait paraˆıtre assez logique que l’on retrouve les re´sultats de Marsault puisque
le mode`le est le meˆme et les e´quations sont tre`s bien explique´es dans le manuscrit. En
fait, obtenir les re´sultats pre´sente´s ici a ne´cessite´ beaucoup de travail et de nombreuses
discussions (par e-mail) avec Marsault et le Professeur Montmitonnet. Il reste malgre´ tout
quelques petites diffe´rences. Celles-ci peuvent s’expliquer de plusieurs manie`res :
• Les e´quations pre´sente´es par Marsault sont des e´quations the´oriques. En pratique, on
utilise des petits artifices pour que c¸a fonctionne bien. Ainsi, par exemple, la loi de
Coulomb posse`de une discontinuite´. Elle est traite´e par un coefficient de re´gularisa-
tion chez Marsault et, pour notre imple´mentation, c¸a fonctionne tre`s bien sans cette
me´thode nume´rique. Un autre exemple : le mode`le d’e´crasement d’aspe´rite´s de Sut-
cliffe pose des proble`mes si la de´formation plastique est nulle et lorsque l’aire re´elle
de contact tend vers 0.87. Dans ces deux cas, on obtient une division par ze´ro. Pour
passer outre ce proble`me et utiliser ce mode`le dans toutes les circonstances, Marsault
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Viscosite´ du lubrifiant a` p0 η0 = 0.01 Pa.s
Coefficient de pression de la viscosite´ γl = 10
−8 Pa−1
Rugosite´ composite RMS Rq = 0.5 µm
Demi distance entre aspe´rite´s l¯ = 30 µm
Nombre de Peklenik γ = 9
Coefficient de Tresca pour les plateaux m¯a = 0.25
Epaisseur d’entre´e t1 = 1.0 mm
Epaisseur de sortie t2 = 0.7 mm
Module d’Young Es = 70 GPa
Coefficient de Poisson νs = 0.3
Contrainte d’e´coulement σ0 = 200 MPa
Rayon du cylindre R0 = 200 mm
Tab. 3.1: Proprie´te´s mate´rielles et ge´ome´triques.
utilise l’artifice suivant : la de´formation plastique est toujours conside´re´e comme non
nulle (mais tre`s petite) meˆme si elle l’est.
• Nous avons repe´re´ dans le manuscrit quelques fautes de frappe : coefficient de frot-
tement contradictoires, longueur d’emprise calcule´e avec les parame`tres trop grande
par rapport a` celle obtenue sur les graphiques, loi de Tresca annonce´e et loi de Cou-
lomb utilise´e. Nous ne sommes donc pas totalement suˆr des parame`tres utilise´s par
Marsault.
• Bien qu’il semble que le mode`le d’e´crasement des aspe´rite´s joue un roˆle fondamental,
Marsault n’effectue aucune comparaison entre les mode`les et, plus embeˆtant, il ne dit
meˆme pas toujours quel mode`le il utilise pour obtenir ses re´sultats.
3.3.2 Cas acade´mique : laminage d’aluminium
La premie`re simulation est un laminage d’aluminium. Les parame`tres ont e´te´ choisis
par Marsault pour pouvoir montrer certains phe´nome`nes physiques. Ces parame`tres sont
repris dans le tableau 3.1. Lorsque ce n’est pas signale´ explicitement, nous utilisons le
mode`le d’e´crasement de Wilson & Sheu (e´quation 2.66).
La premie`re figure montre l’e´volution de l’aire re´elle de contact et de l’e´paisseur de film
de lubrifiant en sortie d’emprise en fonction de la vitesse de laminage. Ces re´sultats sont
en parfait accord avec ceux de Marsault. Nous n’avons cependant pas re´ussi a` re´soudre le
proble`me pour des vitesses plus e´leve´es que 104 mm/s a` cause de proble`mes de convergence.
Ne´anmoins, on remarque que l’e´paisseur de lubrifiant en sortie d’emprise augmente avec
la vitesse de laminage (figure 3.5). C’est un phe´nome`ne physique observable expe´rimen-
talement. Si la vitesse augmente, l’e´paisseur de film de lubrifiant entraˆıne´e dans l’emprise
augmente par effet hydrodynamique. On remarque e´galement que l’aire re´elle de contact en
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sortie diminue avec la vitesse pour la meˆme raison (les surfaces se se´parent de plus en plus
avec la vitesse qui augmente). En conse´quence, on observe un frottement qui diminue avec
la vitesse puisque celui-ci provient d’une part de l’interaction des aspe´rite´s (composante
importante qui diminue quand l’aire de contact diminue) et du cisaillement du lubrifiant
(composante faible qui augmente avec la vitesse).


















A et h_t a la sortie en fct de la vitesse de laminage
h_t
A
Fig. 3.5: Evolution de l’aire re´elle de contact A et de l’e´paisseur de film ht en sortie
d’emprise en fonction de la vitesse de laminage.
La figure 3.6 montre la distribution de pression du lubrifiant pb dans l’emprise pour
diffe´rentes valeurs de la vitesse de laminage. On constate tout d’abord que la pression a une
forme de colline qui re´sulte des hypothe`ses de la me´thode des tranches. Nous verrons plus
tard (chapitre 5) que les profils de pression calcule´s par e´le´ments finis ne correspondent pas
a` ce genre de profil. En effet, on observe, dans le cas EF, plusieurs maxima sur la longueur
de la zone de contact. On remarque e´galement que la pression maximale obtenue pour
diffe´rentes vitesses est de plus en plus faible. Ceci re´sulte de la diminution du frottement
avec l’augmentation de la vitesse de laminage. Enfin, on observe que la transition entre le
re´gime mixte basse vitesse et le re´gime mixte haute vitesse est d’autant plus e´loigne´e de
l’entre´e de l’emprise que la vitesse est e´leve´e.
Les figures 3.7 et 3.8 comparent les profils de pressions (p, pa et pb) obtenus dans le cas
d’une vitesse de laminage de 100 mm/s pour les mode`les d’e´crasement de Wilson (e´quation
2.66) et Sutcliffe (e´quation 2.69).
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Pression lubrifiant en fct de la vitesse de laminage
v=10 m/s v=1 mm/s
Fig. 3.6: Profils de pression de lubrifiant pb pour diffe´rentes vitesses de laminage v.
On remarque que la pression du lubrifiant obtenue est assez diffe´rente. Par contre, cette
diffe´rence n’entraˆıne qu’une le´ge`re variation sur le cisaillement et la pression totale obtenue.
Ces deux derniers graphes montrent donc l’importance du choix du mode`le d’e´crasement
d’aspe´rite´. On pourrait montrer e´galement que le choix de la loi de frottement sur les
plateaux joue aussi un roˆle conside´rable sur la solution.
3.3.3 Cas industriel : laminage d’acier inoxydable
La deuxie`me simulation pre´sente´e est un cas industriel traite´ par Marsault. Dans son
manuscrit, il montre que les re´sultats obtenus sont en bon accord avec l’expe´rience. Nous
allons montrer que nos re´sultats sont similaires a` ceux de Marsault.
Les parame`tres utilise´s pour cette simulation sont regroupe´s dans le tableau 3.2. Il s’agit
d’un laminage d’une toˆle mince d’inox. Contrairement au cas pre´ce´dent, le mate´riau posse`de
une loi d’e´crouissage non line´aire et on utilise une loi de Coulomb pour le frottement sur
les plateaux. Ici aussi, on utilise le mode`le d’e´crasement de Wilson & Sheu.
Les figures 3.9 et 3.10 comparent les solutions obtenues par notre imple´mentation du
mode`le et celles obtenues par Marsault. L’aire de contact et l’e´paisseur du lubrifiant y sont
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Fig. 3.7: Re´sultats obtenus avec le mode`le d’e´crasement de Sutcliffe.
Viscosite´ du lubrifiant a` p0 η0 = 3.21 10
−2 Pa.s
Coefficient de pression de la viscosite´ γl = 7.3 10
−9 Pa−1
Rugosite´ composite RMS Rq = 2.72 µm
Demi distance entre aspe´rite´s l¯ = 32.8 µm
Nombre de Peklenik γ = 9
Coefficient de Coulomb pour les plateaux m¯a = 0.15
Epaisseur d’entre´e t1 = 3.3 mm
Epaisseur de sortie t2 = 2.22 mm
Contre-traction σ1 = 22 MPa
Traction σ2 = 172 MPa
Module d’Young Es = 190 GPa
Coefficient de Poisson νs = 0.28
Contrainte d’e´coulement σ0 = 500 MPa
Coefficient de de´formation K = 24
Coefficient d’e´crouissage n = 0.36
Rayon du cylindre R0 = 75 mm
Vitesse de laminage ur = 0.833 m.s
−1
Tab. 3.2: Proprie´te´s mate´rielles et ge´ome´triques.
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Fig. 3.8: Re´sultats obtenus avec le mode`le d’e´crasement de Wilson.
repre´sente´es le long de l’emprise. On constate une tre`s grande similitude des re´sultats aussi
bien sur la forme des deux courbes que sur les valeurs nume´riques obtenues. L’e´paisseur
de film de lubrifiant diminue le long de l’emprise et l’aire re´elle de contact augmente. On
observe des fortes variations dans la zone d’entre´e mixte et au de´but de la zone de travail
mixte basse vitesse. Par contre, une fois la zone de travail mixte haute vitesse atteinte, les
valeurs de A et ht ne varient plus que faiblement.
Les figures 3.11 et 3.12 comparent les pressions obtenues. On observe ici aussi une
forte similitude dans les re´sultats. Notons que la discontinuite´ du cisaillement sur le point
neutre n’est pas tout a` fait verticale uniquement a` cause de la fre´quence d’archivage que
nous utilisons pour visualiser les re´sultats (un archivage tous les 100 pas spatiaux dans la
zone mixte haute vitesse).
Finalement, les figures 3.13 et 3.14 comparent les contraintes obtenues dans les trois
directions de l’espace. On remarque que la contrainte selon la direction de laminage vaut
bien les valeurs impose´es comme traction et contre-traction respectivement a` l’entre´e et a`
la sortie de l’emprise. Encore une fois, nos courbes sont tre`s similaires a` celles obtenues par
Marsault.
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Fig. 3.9: Evolution de l’aire re´elle de contact le long de l’emprise.
Fig. 3.10: Evolution de l’aire re´elle de contact le long de l’emprise (par Marsault).
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Fig. 3.11: Pression totale p, pression du lubrifiant pb et pression sur les aspe´rite´s pa.
Fig. 3.12: Pression totale p, pression du lubrifiant pb et pression sur les aspe´rite´s pa (par
Marsault).
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Fig. 3.13: Evolution des contraintes le long de l’emprise.
Fig. 3.14: Evolution des contraintes le long de l’emprise (par Marsault).
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3.4 Conclusions
Bien que cette partie du travail n’est pas originale, il nous semble qu’elle pre´sente de
nombreux points positifs sur notre travail de recherche. En effet :
• La re´e´criture de cet algorithme nous a permis de nous familiariser avec les grandeurs
en jeu et les notions e´le´mentaires relatives au traitement du re´gime mixte.
• Lorsqu’on aborde la litte´rature sur le sujet, il n’est parfois pas facile de faire un lien
entre les diffe´rents articles. C’est surtout le cas pour les mode`les d’e´crasement d’as-
pe´rite´s et les e´quations d’e´volution de l’aire re´elle de contact. Le travail de Marsault
re´sume les e´quations et montre clairement ou` chaque e´quation intervient.
• Nous avons vu que les mode`les d’e´crasement d’aspe´rite´s ne sont pas encore au point
et que les re´sultats obtenus avec deux mode`les diffe´rents donnent parfois des re´sultats
tre`s diffe´rents.
• En essayant l’algorithme sur plusieurs proble`mes, nous avons vu surgir les proble`mes
nume´riques lie´s a` l’e´quation de Reynolds et nous avons pu avoir des informations
qui n’e´tait pas explicitement indique´es dans le travail de Marsault. Par exemple, il
ne fait jamais allusion au nombre de pas spatiaux d’inte´gration utilise´s ni au temps
de calcul total (ou, d’une manie`re e´quivalente, au nombre d’ope´rations ne´cessaire).
Cette information paraˆıt quand meˆme importante puisque, apre`s discussion avec le
Professeur Montmitonnet, c’est notamment ce facteur qui empeˆche l’utilisation de
l’algorithme dans un programme e´le´ments finis.
• Nous avons e´galement e´te´ surpris par les petits artifices utilise´s dans le mode`le et qui
ne sont pas du tout explique´s. Par exemple, pour utiliser le mode`le de Sutcliffe lorsque
la de´formation plastique du substrat E est nulle, on utilise une valeur le´ge`rement
positive E = 0.05. D’autres points ne sont pas tre`s clairs : l’influence du mode`le
d’e´crasement dans le mode`le global est tre`s grande. Il est donc e´tonnant que, dans
les cas e´tudie´s, le type de mode`le utilise´ n’est pas indique´.
En conclusion, nous pensons que le manuscrit de Marsault est certainement le plus
complet sur le sujet a` l’heure actuelle et nous ne pouvions pas l’ignorer dans le cadre de ce
travail.
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Chapitre 4
Me´thode de re´solution par e´le´ments
finis
4.1 Introduction
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons vu que dans le cas d’un proble`me station-
naire comme le laminage, il est possible d’obtenir des re´sultats satisfaisants en utilisant
la me´thode des diffe´rences finies sur les e´quations couplant la me´canique du mate´riau, du
lubrifiant, de la rugosite´ et des outils. Cependant, nous allons voir que ce type de mode`le
n’est pas facilement ge´ne´ralisable dans le cadre d’un code de calcul tel que METAFOR.
En effet, le caracte`re incre´mental de la me´thode de re´solution utilise´e par METAFOR nous
oblige a` conside´rer un e´coulement non stationnaire pour le lubrifiant et ceci, meˆme pour la
simulation de processus stationnaires comme le laminage. De toutes fac¸ons, nous aimerions
traiter e´galement des cas d’emboutissage pour lesquels les phe´nome`nes transitoires sont
pre´ponde´rants.
A l’heure actuelle, tre`s peu de mode`les e´le´ments finis existent pour re´soudre le contact
lubrifie´ entre deux solides. Nous proposons dans ce chapitre d’e´tendre le mode`le pre´sente´
par Liu et Hu [22, 24, 15, 23] dans le cas du laminage en re´gime hydrodynamique.
4.2 Avantages et difficulte´s de la me´thode EF
La me´thode e´le´ment finis peut eˆtre utilise´e pour obtenir un formalisme plus ge´ne´ral
pour re´soudre les proble`mes de lubrification. Par exemple, dans le cadre du laminage, elle
permet de se de´barrasser de l’hypothe`se principale de la me´thode des tranches (c’est-a`-dire
l’hypothe`se d’une toˆle mince). On peut ainsi obtenir des profils de pressions qui n’ont plus
la forme caracte´ristique de cette me´thode (colline de frottement avec un seul maximum). Il
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serait possible e´galement de prendre en compte la de´formation du cylindre de laminage de
manie`re totalement couple´e avec le reste des de´formations. On e´viterait ainsi un processus
ite´ratif sur la ge´ome´trie du cylindre qui peut eˆtre tre`s lent.
Cependant, lorsqu’on essaye de passer de la me´thode des diffe´rences finies a` la me´thode
des e´le´ments finis, de nombreux proble`mes surgissent tre`s vite :
• Si des proble`mes transitoires doivent eˆtre conside´re´s, nous devons conside´rer une
surface de contact inconnue a priori et dont l’e´tendue est fonction du temps. De plus,
puisque pour METAFOR un proble`me stationnaire est traite´ comme un proble`me
transitoire, ce proble`me va apparaˆıtre pour toutes les simulations envisage´es.
• La discre´tisation de la ge´ome´trie et, plus particulie`rement, des frontie`res du mate´riau
me`ne un autre proble`me important. En effet, puisque les frontie`res sont physiquement
des courbes continues et qu’elles sont repre´sente´es dans le code de calcul par des lignes
brise´es, les surfaces en contact vont croˆıtre ou de´croˆıtre de manie`re discontinue. Ces
discontinuite´s seront d’autant plus importantes que le maillage est grossier pre`s des
frontie`res des zones de contact. Nous avons vu, lors de l’e´tude du mode`le de Marsault,
qu’une bonne connaissance de la ge´ome´trie est primordiale pour obtenir de bons
re´sultats puisqu’elle influence directement la quantite´ de lubrifiant qui est entraˆıne´e
dans la zone de contact.
• Une des plus grosses difficulte´s est la de´termination des conditions initiales et limites.
Ce proble`me apparaˆıt principalement dans le cas de proble`mes transitoires. En effet,
dans le cas stationnaire, on peut ge´ne´ralement pre´voir sans trop de difficulte´s ou` se
situent les zones d’entre´es et les zones de sortie (le fluide entre d’un coˆte´ et sort de
l’autre). On applique donc les conditions aux limites en raisonnant sur la physique
du proble`me qui dans ce cas est assez simple. Pour un proble`me transitoire, il n’est
souvent pas facile de localiser les zones d’entre´es et les zones de sortie parce que le
fluide peut entrer (ou sortir) dans la zone de contact par les deux coˆte´s a` la fois.
• Une fois que l’on sait ou` appliquer les conditions aux limites, il faut pouvoir les cal-
culer. Pour ce faire, il faudrait re´soudre l’e´quation de Reynolds dans la zone d’entre´e
jusqu’au premier noeud en contact. Or, la ge´ome´trie de la zone d’entre´e est approxi-
mative (on ne connaˆıt donc pas l’e´paisseur de film) et on ne connaˆıt pas la pression
du lubrifiant puisqu’il n’y a pas de force exte´rieure applique´e sur des noeuds qui ne
sont pas en contact. D’autres techniques doivent eˆtre mises en place pour arriver tout
de meˆme a` de´terminer une bonne approximation de l’e´paisseur de film en entre´e (voir
section 4.5.2).
• Les codes e´le´ments finis tels que METAFOR sont base´s sur les positions des noeuds
et les forces en ces noeuds. Par contre, les e´quations de lubrification sont exprime´es en
terme de vitesses et de pression. Il n’est parfois pas e´vident de passer d’un concept
a` l’autre. C’est le cas pour le calcul des pressions e´quivalentes a` partir des forces
normales de contact dans le cas de contact entre deux corps de´formables. De plus,
les grandeurs comme les contraintes et les de´formations sont stocke´es aux points de
Gauss de chaque e´le´ment. Autrement dit, nous n’avons jamais acce`s a` ces grandeurs
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a` la surface du corps en contact.
• Pour obtenir une formulation ge´ne´rale, il serait souhaitable que les parame`tres de´fi-
nissant la ge´ome´trie du processus e´tudie´ (comme le rayon du cylindre, l’e´paisseur de
la toˆle ou la longueur d’emprise dans le cas du laminage — le rayon du poinc¸on, dans
le cas de l’emboutissage sphe´rique, ...) n’apparaissent pas dans les e´quations. Ces
grandeurs devraient eˆtre remplace´es par des valeurs locales (rayon de courbure local
du film de lubrifiant par exemple). Cependant, ces valeurs locales peuvent eˆtre im-
pre´cises ou tre`s difficiles a` e´valuer dans certains cas. Un proble`me similaire apparaˆıt
pour d’autres variables qui n’ont rien a` voir avec la ge´ome´trie. c’est le cas notamment
pour la vitesse de de´formation au coeur de la toˆle selon la direction de laminage qui
intervient dans les mode`les d’e´crasement d’aspe´rite´s.
• Les e´quations re´gissant le mouvement du lubrifiant doivent eˆtre re´solues sur les noeuds
du maillage. Ces noeuds suivent le mouvement de la matie`re dans le cas de la for-
mulation lagrangienne classique. Cependant, dans le cadre du formalisme Arbitraire
Lagrangien Eule´rien, les noeuds se de´placent avec une vitesse inde´pendante de celle
de la matie`re. En ge´ne´ral, ces noeuds se de´placent donc a` une vitesse diffe´rente de
celle du lubrifiant, introduisant des effets convectifs supple´mentaires.
• La me´thode de Marsault est tre`s couˆteuse en temps de calcul. En effet, il est courant
d’utiliser plus de 10000 pas spatiaux pour l’inte´gration de Runge Kutta. Celle-ci doit
eˆtre en moyenne re´pe´te´e 40 fois pour obtenir le de´bit du lubrifiant et le tout doit eˆtre
en moyenne re´pe´te´ 10 fois pour obtenir la vitesse d’entre´e de la bande. Il faut donc
compter 4 a` 5 minutes de calcul sur une station alpha 600 MHz (pour un cylindre
rigide et sans effets thermiques). Si cette me´thode pouvait eˆtre applique´e telle quelle
(sans tenir compte des autres difficulte´s) dans le cas de proble`mes transitoires avec un
outil de´formable, ce temps de calcul devrait eˆtre multiplie´ par le nombre d’ite´rations
ne´cessaire pour la convergence de la ge´ome´trie de l’outil et par le nombre d’ite´rations
de chaque pas de temps. On arrive donc a` des temps de calcul qui de´passent les 24
heures pour des petits proble`mes bidimensionnels. Ce n’est donc pas envisageable a`
l’heure actuelle.
• Le degre´ de couplage entre les e´quations est aussi important : soit on de´cide de
re´soudre le proble`me de lubrification et l’e´quilibre du mate´riau se´pare´ment (sche´ma
e´tage´), soit on proce`de de manie`re totalement couple´e. Dans les deux cas, les crite`res
de convergence ne sont pas e´vident a` trouver. De plus, Marsault montre que, pour
son mode`le, une re´solution e´tage´e entraˆıne de nombreuses difficulte´s de convergence
et des oscillations dans la solution obtenue.
On comprend donc tre`s vite pourquoi les mode`les actuels se focalisent sur un seul pro-
ce´de´ de´crit globalement par quelques parame`tres et utilisent rarement la me´thode e´le´ments
finis.
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4.3 Discre´tisation spatiale de l’e´quation de Reynolds
4.3.1 Introduction
Pour re´soudre le proble`me de lubrification en film mince, nous nous basons sur la
formulation pre´sente´e par Liu et Hu [22, 24, 15, 23]. Dans cette section, nous l’e´tendons au
cas transitoire pour lequel les noeuds du maillages se de´placent inde´pendamment du fluide
et de la matie`re (formulation ALE).
Cette me´thode consiste a` de´finir des e´le´ments finis unidimensionnels sur la surface de
contact entre le mate´riau a` de´former et l’outil. Les noeuds de ces e´le´ments de lubrification
sont les noeuds surfaciques du mate´riau en contact avec l’outil. Le nombre d’e´le´ments est
fonction du temps. Dans la suite, nous conside´rons un instant t fixe´. L’e´volution de la
surface de contact au cours du temps sera envisage´e lorsque nous parlerons des conditions
initiales et conditions aux limites.
Les e´le´ments de lubrification sont repre´sente´s sur la figure 4.1. Le premier et le dernier
noeud peuvent repre´senter soit des zones d’entre´es soit des zones de sortie.
M a tri ce  d e  c
o n tac
t
E lé m e n ts  d e lu b rif ic atio n
Z O N E  D E  T R AVA IL =  Z O N E  D E  C O N TA C T
(P RE SS IO N S  E T  V IT E S S E S  C O N N U E S )
Z O N E  D 'A D M IS S IO N Z O N E  D 'A D M IS S IO N
Z O N E  D E  S O R T IE Z O N E  D E  S O R T IE
ou ou
Fig. 4.1: Discre´tisation par e´le´ments finis du proble`me de lubrification.
Le but du calcul e´le´ment fini est la de´termination des contraintes de cisaillement pour
chaque noeud en contact. Pour ce faire, nous allons utiliser l’e´quation de Reynolds moyenne
en supposant que les pressions et la ge´ome´trie du processus sont connus (ils sont fournis par
la me´thode de re´solution de l’e´quilibre me´canique du mate´riau en contact). Cette e´quation
nous fournira les e´paisseurs de film en chaque noeud et on en de´duira le cisaillement exerce´
par le fluide sur le mate´riau.
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4.3.2 Prise en compte d’un maillage mobile

























ou` la de´rive´e temporelle de l’e´paisseur de film de lubrifiant h est une de´rive´e eule´rienne.
Autrement dit, elle exprime la variation de la grandeur h en un point fixe de l’espace.
Pour notre formulation, nous avons besoin d’exprimer la de´rive´e de h en un noeud qui se
de´place a` une certaine vitesse (vitesse de la matie`re dans le cas d’un maillage lagrangien ou
vitesse de grille pour un maillage eule´rien lagrangien). Nous noterons cette vitesse uM . On
est donc amene´ a` exprimer cette de´rive´e eule´rienne en fonction d’une de´rive´e par rapport
au maillage. Si x repre´sente les coordonne´es d’un noeud dans un repe`re eule´rien et χ les
coordonne´es d’un noeud dans un repe`re lie´ au maillage, on a la relation suivante :
∂ h
∂ t
|χ = ∂ h
∂ t







|x + uM ∂ h
∂ x
(4.2)
























|χ − uM ∂ h
∂ x
(4.3)
Cette formulation de l’e´quation de Reynolds a le de´savantage de contenir deux termes
de convection. Le premier est la convection du fluide a` la vitesse u¯ et le deuxie`me est la
vitesse du maillage a` la vitesse uM . Il est facile de modifier l’e´quation (4.3) en remarquant
que :
































|χ + h ∂ uM
∂ x
(4.5)
ou` u¯r = u¯−uM est la vitesse moyenne relative en tenant compte de la vitesse du maillage.
Cette formulation ne posse`de plus qu’un seul terme de convection dont la vitesse est la
vitesse relative entre le fluide et le maillage.
4.3.3 Forme faible de l’e´quation de Reynolds
Une forme faible de l’e´quation de Reynolds moyenne (4.5) peut eˆtre obtenue en utilisant
la me´thode des re´sidus ponde´re´s. Cette me´thode consiste a` multiplier l’e´quation par une
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fonction test ve´rifiant les conditions essentielles et a` inte´grer le re´sultat sur la longueur du











































ou` L est la longueur de la zone de contact et δh est la fonction test. Pour e´viter les termes






















































ou` q de´note le de´bit de lubrifiant calcule´ par rapport au maillage qui se de´place. Ce terme
doit eˆtre e´value´ sur la frontie`re de la zone de contact dans le cas d’une zone de sortie.
Sinon, dans le cas d’une zone d’entre´e, l’e´paisseur de film doit eˆtre prescrite et δh = 0.
Pour la discre´tisation spatiale, on utilise des fonctions de forme line´aires et une technique








ou` Ni = Ni(x, α) sont les fonctions de forme SUPG [6] (avec α le parame`tre de de´centrage)
qui seront de´crites plus tard (section 4.3.6) et n est le nombre d’e´le´ments finis constituant
le domaine de calcul.
En introduisant cette discre´tisation spatiale de l’inconnue dans la forme faible, on ob-
tient l’e´quation matricielle suivante :
C1 h˙−C2 h+ q = Su u¯r + SVV − Sp p (4.9)



















Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman





















ou` l’exposant e signifie que les matrices se rapportent a` un seul e´le´ment (matrices 2 × 2
dans le cas d’e´le´ments du premier degre´) et xi et xi+1 sont les coordonne´es des extre´mite´s
de l’e´le´ment conside´re´.
Les matrices Su, SV et Sp sont des matrices de fluidite´ correspondant respectivement
a` l’entraˆınement de lubrifiant, au glissement relatif des deux surfaces et a` la variation de
pression.
4.3.4 Evaluation nume´rique des grandeurs en jeu
Dans le contexte de la me´thode EF, nous n’avons pas acce`s a` la pression nodale sur la













Fig. 4.2: Calcul de la pression
Pour de´duire la pression a` partir des forces de contact, nous exprimons que la force
concentre´e au noeud NC est la re´sultante d’une distribution de pression triangulaire pour
laquelle p = pNC au noeud NC et p = 0 pour les deux noeuds adjacents. On obtient la
formule :
FNCN =
|(~xNC−1 − ~xNC).~t|+ |(~xNC+1 − ~xNC).~t|
2
pNC . (4.15)
ou` toutes les grandeurs sont de´finies sur la figure 4.2.
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Il suffit alors d’inverser la relation (4.15) pour de´duire l’inconnue pNC en fonction de
la valeur de la force de contact au meˆme noeud. Inversement, si on veut de´duire une force
de frottement a` partir de cisaillement calcule´s en chaque noeud de contact, on utilisera
directement l’e´quation (4.15) en remplac¸ant la force normale par la force tangentielle et la
pression locale par le cisaillement local.
Les vitesses sont simplement calcule´es en utilisant un sche´ma du premier ordre du type
v = (x(t + ∆t) − x(t))/∆t, qui n’est rien d’autre que la vitesse moyenne sur l’intervalle
de temps conside´re´. Seule la vitesse des matrices rigides est calcule´e de manie`re exacte en
de´rivant le mouvement impose´ de la matrice par rapport au temps. Les vitesses sont alors
toutes projete´es sur la surface de contact en effectuant le produit scalaire de celles-ci par
le vecteur tangent unitaire a` la matrice de contact au point conside´re´.
4.3.5 Evaluation nume´rique des matrices de fluidite´
Vu que les variables telles que la pression ou` les facteurs d’e´coulement interviennent
dans les expressions pre´ce´dentes, une inte´gration analytique n’est pas aise´e mis a` part pour
la matrice Ce1. Nous utilisons donc une quadrature de Gauss pour e´valuer ces inte´grales.












Fig. 4.3: Syste`mes de coordonne´es et nume´rotation des noeuds en contact.
A partir de cet instant, il est ne´cessaire de de´finir plusieurs syste`mes de coordonne´es le
long de la zone de contact (figure 4.3). Le premier est un syste`me global qui va conditionner
le signe de toutes les grandeurs rencontre´es. Nous choisissons de de´finir le sens de ce repe`re
comme e´tant le sens de parcours de la matrice de contact dans METAFOR (aire de la
matrice a` droite). Nous nume´rotons e´galement les noeuds en contact dans le sens contraire
(aire de la matrice a` gauche et aire du solide a` droite). Ceci permettra, lorsqu’on envisagera
le contact entre deux corps de´formables, d’avoir une nume´rotations identique pour les deux
surfaces en contact (toujours aire a` droite). Enfin, chaque e´le´ment posse`de un syste`me de
coordonne´es local ξ permettant l’inte´gration des matrices. La situation est repre´sente´e sur
la figure 4.3.
Pour chaque inte´grale selon x apparaissant dans l’e´quation (4.7), on effectue les trans-
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
CHAPITRE 4. Me´thode de re´solution par e´le´ments finis 71
formations suivantes : ∫ L
0















f(ξ) Ji dξ (4.18)
ou` f(x) repre´sente symboliquement la fonction a` inte´grer, Ji est le jacobien de la transfor-











ou` Li est la longueur de l’e´le´ment fini nume´ro i.
On peut donc calculer les matrices e´le´mentaires par la formule :∫ xi+1
xi







f(ξk) Ji wk (4.20)
ou` ng est le nombre de points de Gauss utilise´ et ou` ξk et wk sont respectivement les
abscisses et les poids de Gauss.
Pour e´valuer la fonction a` inte´grer aux points de Gauss, on effectue une approximation
graˆce aux fonctions de forme de toutes les grandeurs de´finies uniquement aux noeuds du
maillage. C’est le cas de la pression, de la viscosite´ et des facteurs d’e´coulement. On a donc





Une autre manie`re de faire consisterait a` approximer uniquement la pression p et l’e´pais-
seur de film h et d’en de´duire localement la viscosite´ η(p) et les facteurs d’e´coulement φx(h)
et φs(h).
Les de´rive´es se calculent en de´rivant les approximations effectue´es pre´ce´demment. Par











A titre d’exemple, nous donnons la formule d’e´valuation de Sep. En utilisant les relations
(4.20), (4.21) et (4.22) dans l’expression de la matrice Sep (4.14), on obtient la formule
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D’autres formules similaires peuvent eˆtre de´duites pour les autres matrices e´le´men-
taires. Une fois celles-ci calcule´es, on peut effectuer les multiplications par les vecteurs
correspondant apparaissant dans l’expression (4.9).
Le calcul du flux q aux extre´mite´s du domaine n’est pas trivial puisqu’il fait apparaˆıtre
une de´rive´e de la pression. Encore une fois, vu que les gradients sont inconnus, il faut
choisir une expression pour la de´rive´e de la pression. Deux choix paraissent possibles : une
de´rive´e de´centre´e du premier ordre calcule´e pour le premier noeud par (en se rappelant que







ou une moyenne des de´rive´es a` gauche et a` droite en supposant p = 0 hors de la zone de











ou` L1 est la longueur du premier e´le´ment fini, L0 est la distance entre premier noeud et le
noeud adjacent hors de la zone de contact.
Nous choisissons d’utiliser la premie`re formule (4.24) puisque la seconde de´pend direc-
tement de L0. Cette de´rive´e sera donc d’autant plus grande que L0 est petit (et tend vers
une valeur infinie si le premier noeud hors de la zone de contact se rapproche de la frontie`re
de la zone.
4.3.6 Utilisation de la me´thode SUPG
Pour e´viter les oscillations re´sultant de la re´solution d’un proble`me de convection, nous
utilisons des fonctions de forme modifie´es qui permettent de tenir compte du sens local de
l’e´coulement [6].
Ces fonctions de forme permettent d’introduire de la diffusion artificielle dans les e´qua-
tions.




ou` Ni(x) sont les fonctions de forme line´aires traditionnelles, w est la vitesse de convection,
ici e´gale a` u¯r et α est le coefficient de de´centrage (coefficient d’upwind).
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4.4 Discre´tisation temporelle de l’e´quation de Rey-
nolds
4.4.1 Sche´ma d’Euler implicite
Pour l’inte´gration temporelle, l’e´quation matricielle (4.9) est re´e´crite sous la forme :
C1 h˙ = f(h) = Su u¯r + SVV − Sp p+C2 h− q (4.27)
Il existe une multitude de sche´mas d’inte´gration. Pour le moment, nous nous limitons





Graˆce au caracte`re totalement implicite de ce sche´ma, nous savons que nous pourrons
effectuer de grands pas de temps, le but e´tant d’utiliser les meˆmes pas de temps que le
calcul me´canique. Une e´tude de´taille´e de ce sche´ma d’inte´gration (stabilite´, pre´sence d’os-
cillations,...) n’est pas aise´e parce que l’e´quation a` re´soudre est fortement non line´aire par
rapport a` l’inconnue h. Nous savons cependant que dans le cas tre`s simplifie´ ou` la vitesse
d’entraˆınement est constante et que le gradient de pression est nul, nous obtenons une
e´quation classique de convection, qui, re´solue de manie`re totalement implicite fournit un
sche´ma inconditionnellement stable (voir rapport de premie`re bourse [3]). Il sera donc in-
te´ressant, dans la suite de ce travail, d’effectuer une analyse plus comple`te et de comparer
les solutions obtenues avec celles fournies par d’autres sche´mas d’inte´gration (totalement
explicite, point milieu ge´ne´ralise´,...). Cependant, vu qu’un sche´ma explicite n’est jamais in-
conditionnellement stable, il faudra, dans ce cas, mettre au point une proce´dure qui limitera
le pas de temps me´canique a` la valeur maximale du sche´ma d’inte´gration de lubrification ou
qui permettra d’effectuer plusieurs pas de temps pour le proble`me de lubrification pendant
un pas de temps me´canique.
Trouver la distribution des e´paisseurs de film au pas de temps n+1 a` partir de l’e´quation
(4.28) n’est pas directe puisqu’elle est non line´aire. Une proce´dure ite´rative de Newton-




∆hi = −ri (4.29)
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Apre`s avoir tire´∆hi de l’e´quation matricielle (4.29) en inversant la matrice des de´rive´es,
on peut mettre a` jour l’inconnue par la formule :
hi+1 = hi +∆hi (4.31)
et ce, jusqu’a` ce que le re´sidu de l’e´quation soit infe´rieur a` une certaine tole´rance fixe´e par
l’utilisateur.
La de´rive´e du re´sidu par rapport au vecteur inconnu h apparaissant dans l’e´quation






−Ku −KV +Kp −C2 + ∂ q
∂ h
(4.32)























































ou` les de´rive´es des facteurs d’e´coulement de´pendent du mode`le utilise´. Si on utilise les
facteurs de Patir et Cheng (e´quations (2.43) et (2.47)), on obtient :
(φx)
′ = r C1 e
−r H/Rq pour γ ≤ 1
(φx)
′ = −1.5φx/(RqH) pour γ > 1 (4.36)
(φ∗s)
′ = [φ∗s/H + φ
∗
s (−α2 + 2α3H)]/Rq pour H ≤ 5
(φ∗s)
′ = −0.25φ∗s/Rq pour H > 5 (4.37)
et on trouve les expressions suivantes pour les de´rive´es des facteurs d’e´coulement du mode`le
de Tripp (e´quations (2.49) et (2.50)) :
(φx)
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4.4.2 Inversion du syste`me
Vu la forme tridiagonale du syste`me a` re´soudre a` chaque ite´ration de Newton-Raphson
pour la re´solution de l’e´quation de Reynolds, nous avons mis en place une proce´dure par-
ticulie`re de stockage et d’inversion de cette matrice : seules les trois diagonales non nulles
sont garde´es en me´moire dans une matrice de 3 lignes et n colonnes (n e´tant la taille du













Il est alors possible d’effectuer une de´composition LU de cette matrice par les formules :
u1 = S2,1 li =
S3,i
ui−1
ui = S2,i − li S1,i−1 (4.41)
La solution du syste`me S∆h = −r, s’obtient par une substitution avant et arrie`re :
t1 = −r1 ti = −ri − li ∗ ti−1∆hn = tn/un ∆hi = (ti − S1,i ti+1)/ui (4.42)
Le nombre d’ope´rations pour la re´solution du syste`me est alors proportionnelle a` la taille
de celui-ci.
4.5 Conditions aux limites et conditions initiales
4.5.1 De´termination des zones d’entre´es
Puisque l’e´quation de Reynolds est hyperbolique, l’e´paisseur de film doit eˆtre prescrite si
les caracte´ristiques de l’e´quation entrent dans le domaine de calcul. Si on re´e´crit l’e´quation











































La pente des caracte´ristiques, repre´sentant la vitesse de l’information, est donc donne´e
par le coefficient du terme ∂ h/∂ x. Si on se trouve au premier noeud du domaine, on impose
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la valeur de h si la pente est ne´gative. Dans ce cas, le noeud 1 est la transition entre une
zone d’entre´e et la zone de travail. Inversement, si la pente est positive, le noeud est la
transition entre une zone de sortie et la zone de travail. Ce raisonnement peut eˆtre fait
e´galement avec le dernier noeud et des pentes de signes oppose´s.
Dans le cas de l’e´quation de Reynolds, nous voyons que la pente des caracte´ristiques
de´pend en toute ge´ne´ralite´ de l’inconnue h. Ceci pose un gros proble`me. En effet, consi-
de´rons le cas simplifie´ de deux surfaces lisses (φx = 1, φs = 0) et e´crivons la pente des
caracte´ristiques λ :












Supposons maintenant que h < h∗. La pente est positive et nous sommes sur la frontie`re
telle qu’il faut appliquer une condition aux limites dans ce cas. Il est tout a` fait possible que
la valeur de h que l’on impose par les formules que nous allons de´velopper dans la section
suivante soit supe´rieure a` h∗ et que maintenant, la nouvelle pente de la caracte´ristique a`
cet endroit est telle qu’on ne doit plus appliquer de conditions aux limites !
Il est donc impe´ratif d’avoir une pente des caracte´ristiques inde´pendante de l’inconnue.
Pour cela, nous de´cidons de prescrire la valeur de l’e´paisseur de lubrifiant en tenant compte
uniquement du premier terme de l’expression de la pente caracte´ristique, c’est-a`-dire la
vitesse moyenne relative au maillage u¯r.
Remarquons que cette fac¸on de faire est e´galement celle utilise´e par Liu et Hu. En effet,
ils ne font jamais allusion aux caracte´ristiques de l’e´quation pour appliquer les conditions
aux limites. Vu qu’ils appliquent leur me´thode a` la simulation du laminage, les conditions
limites semblent e´videntes : imposition de l’e´paisseur de film en amont et rien du tout en
aval.
4.5.2 Analyse d’une zone d’entre´e
4.5.2.1 Inte´gration analytique de l’e´quation de Reynolds
Supposons maintenant que le noeud frontie`re conside´re´ de´limite la zone d’entre´e et la
zone de travail. Il faut donc imposer la valeur de l’e´paisseur de film de lubrifiant en ce
noeud.
Pour ce faire, il faut re´soudre l’e´quation de Reynolds dans la zone d’entre´e. Ce n’est
cependant pas possible d’effectuer cette analyse nume´riquement parce qu’on ne dispose pas
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des pressions de lubrifiant dans cette zone. En effet, vu qu’il n’y a pas de contact, les forces
exte´rieures me´caniques sont nulles et la pression vaut 0.
Malgre´ le peu de donne´es que l’on posse`de sur la zone d’entre´e, il est possible de
de´duire analytiquement une expression pour la valeur de l’e´paisseur de film en entre´e.
Cette expression est de´rive´e d’une manie`re similaire a` la formule de Wilson et Walowit [55]












Fig. 4.4: Analyse de la zone d’entre´e.
Dans la suite nous supposons que l’axe x est dirige´ vers l’inte´rieur de la zone de contact
(voir figure 4.4).
Vu la taille re´duite des zones d’entre´es rencontre´es en pratique, on suppose que les
vitesses des deux surfaces en contact sont constantes. De plus, la de´rive´e de la pression est
suppose´e nulle en x = 0. On suppose enfin que la de´rive´e temporelle est constante selon x
et on la note w pour simplifier les notations.
Sous ces hypothe`ses, une premie`re inte´gration de l’e´quation de Reynolds (4.5) entre






= (h− h0) u¯r + V
2
Rq (φs − φs0) + w x (4.46)
ou` on a renomme´ x′ en x. L’e´paisseur de film recherche´e en x = 0 est note´e h0 et φs0 =
φs(x = 0). Il est ensuite ne´cessaire de faire une hypothe`se sur la ge´ome´trie de la zone
d’entre´e. Wilson et Walowit [55] proposent une approximation line´aire du film de lubrifiant :
h(x) = h0 + α x (4.47)
ou` α est la tangente de l’angle de contact au premier noeud de contact e´value´ a` l’aide du
premier noeud hors de la zone de contact (voir figure 4.4). En introduisant cette e´quation










Rq (φs − φs0) + w x
)
(4.48)
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4.5.2.2 Cas lisse — e´quation de Wilson & Walowit





(α u¯r + w) x
(h0 + αx)3
(4.49)
En inte´grant cette e´quation a` nouveau entre x = −∞ et x = 0 et en supposant que la
pression du lubrifiant est nulle en x = −∞, on obtient :
h0 = −6 η(u¯r + w/α)
p0 α
(4.50)
qui se re´duit a` la formule de Wilson et Walowit pour le cas stationnaire. En effet, si le












et on obtient l’e´quation de Wilson et Walowit [55] :
h0 = −6 ηu¯
p0 α
(4.52)
ou` α est ne´gatif, ce qui explique le signe ne´gatif.
On constate donc que l’e´paisseur de film entraˆıne´e dans la zone de contact est d’autant
plus grande que la vitesse d’entraˆınement et la viscosite´ du lubrifiant sont grandes. Par
contre une augmentation de pression ou de l’angle entre les deux surfaces ont tendance a`
diminuer l’e´paisseur de film en entre´e.
4.5.2.3 Cas rugueux – introduction des facteurs d’e´coulement
Si on revient a` l’e´quation (4.48) et que l’on est en pre´sence de surfaces rugueuses, il faut
prendre en compte les facteurs d’e´coulement. Il n’est cependant pas possible de conside´rer
ceux-ci comme constants sur la zone d’entre´e. En effet, dans cette zone, les gradients sont
tre`s importants et l’e´paisseur de film varie e´norme´ment. En inte´grant l’e´quation (4.48)
entre x = −∞ et x = 0 comme nous l’avons fait pre´ce´demment pour le cas lisse, on obtient
l’e´quation inte´grale suivante :






Rq (φs − φs0)







φx(x) (h0 + αx)3
dx
)
= I1 + I2 (4.53)
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ou` les inte´grales I1 et I2 ne sont pas inte´grables analytiquement en toute ge´ne´ralite´. Ce-
pendant, une inte´gration nume´rique de ces expressions est possible et on peut donc utiliser
cette e´quation pour obtenir la valeur de h0.
Pour ce faire, nous utilisons a` nouveau un sche´ma de Newton-Raphson sur l’e´quation
suivante :
I1(h0) + I2(h0)− p0 = 0 (4.54)
Il faut cependant pouvoir calculer la de´rive´e des inte´grales I1 et I2 par rapport a` h0.
Ceci peut eˆtre facilement effectue´ en faisant passer l’ope´rateur de de´rivation sous le signe





















































ou` on a suppose´ que ∂ h/∂ h0 = 1.
Les inte´grales apparaissant dans les e´quations (4.53), (4.55) et (4.56) sont calcule´es graˆce
a` un algorithme d’inte´gration de Romberg [37] en utilisant un changement de variable pour




x ∈ [−∞, 0]→ t ∈ [0, 1] (4.57)
dx = 1/t2 dt (4.58)
Si on trace le re´sidu de l’e´quation (4.54), on constate que l’algorithme de Newton-
Raphson ne peut converger que dans un voisinage assez limite´ de la solution. En effet, si
l’estimation de h0 est trop grande, l’approximation line´aire (e´quations 4.55 et 4.56) est
mauvaise et l’intersection de la tangente avec l’abscisse du graphe entraˆıne un h0 ne´gatif.
Or, le re´sidu n’est pas de´fini pour un h0 ne´gatif. En conse´quence, on est oblige´ de mettre
au point une solution alternative. Celle-ci est base´e sur la me´thode de la bissection et elle
est active´e chaque fois que le processus de Newton Raphson ne converge pas (soit parce
que le nombre total d’ite´rations est trop important, soit parce que l’approximation de la
solution devient ne´gative.
En ge´ne´ral, la me´thode de la bissection n’est active´e que tre`s rarement : lors du premier
pas de temps et lors de l’apparition de nouvelles zones d’entre´es.
Dans la suite de cette section, nous allons montrer, pour des parame`tres donne´s tire´s
d’une application nume´rique pre´sente´e plus loin, que notre me´thode de re´solution de l’e´qua-
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
80 CHAPITRE 4. Me´thode de re´solution par e´le´ments finis
Vitesse moyenne u¯ = 1607 mm/s
Vitesse de glissement V = 51 mm/s
Pression p0 = 162.4 MPa
Viscosite´ a` p0 η0 = 4.34 10
−1 Pa.s
Coefficient de pression (loi de Barus) γl = 2 10
−8 Pa−1
Rugosite´ surface 1 Rq1 = 1 10
−3 mm
Rugosite´ surface 2 Rq2 = 0.2 10
−3 mm
Angle d’entre´e α = 4.4038 10−2
Nombre de Peklenik γ = 1
Tab. 4.1: Parame`tres utilise´s pour le test de l’algorithme d’analyse de la zone d’entre´e.
tion inte´grale fournissant les conditions aux limites de l’e´quation de Reynolds fonctionne
correctement.
Les parame`tres utilise´s sont pre´sente´s dans le tableau 4.1. Il s’agit d’un cas de laminage
(re´duction de 10 %) d’une toˆle d’acier par un cylindre de 50 mm de diame`tre. L’angle
d’entre´e est calcule´ analytiquement en utilisant ces informations.
Pour l’ensemble des graphes pre´sente´s, on utilise une approximation initiale de l’e´pais-
seur de film de lubrifiant en entre´e de 5 10−3 mm. On recherche la solution stationnaire.
Autrement dit, l’inte´grale de la de´rive´e temporelle est nulle.
La figure 4.5 montre l’inte´grale (que l’on tente d’e´galer a` la pression e´quivalente par
Newton-Raphson) pour des valeurs de h0 comprises entre 1 microns et 10 microns. La
solution est donc l’intersection entre cette courbe et une horizontale d’e´quation p = pˆ ou` pˆ
est la pression si la viscosite´ ne de´pend pas de la pression ou` la pression e´quivalente si la
viscosite´ suit la loi de Barus (e´quation 2.32). Dans notre cas, on utilise la loi de Barus et
une pression de 162.4 MPa. Sur cette figure, on a repre´sente´ l’inte´grale pour les facteurs
de correction de Patir & Cheng et le cas lisse. On voit que la rugosite´ (ici isotrope) a pour
effet d’augmenter l’e´paisseur de film de lubrifiant entraˆıne´e dans la zone de contact. Cette
diffe´rence entre les valeurs du cas rugueux et du cas lisse sont d’autant plus marque´es qu’on
se rapproche de la valeur h0 = Rq, c’est-a`-dire la transition vers le re´gime de lubrification
mixte. La figure 4.6 montre un zoom sur les racines de l’e´quation.
La figure 4.7 est l’e´quivalente de la figure 4.5 pour les facteurs de correction de Tripp.
On remarque tout d’abord que ces facteurs provoquent le meˆme de´calage de la solution
(heureusement puisque les deux the´ories se veulent universelles). Cependant, on constate
que la courbe de´finie par l’inte´grale n’est pas bien de´finie pour des valeurs proches de la
rugosite´ composite utilise´e. Cette zone chaotique est due a` une divergence de l’algorithme
de Romberg (il n’arrive pas a` calculer l’inte´grale a` la pre´cision voulue en moins de 220 ( !)
e´valuations du radicant). Nous expliquerons ce phe´nome`ne plus tard.
Les solutions obtenues pour les 3 cas sont les suivantes : 2.115 microns pour Patir &
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Fig. 4.5: Re´sidu calcule´ pour diffe´rents
h0 (cas lisse et facteurs de Pa-
tir & Cheng).



































Fig. 4.6: Zoom sur les deux solutions
obtenues (cas lisse et facteurs
de Patir & Cheng).
Cheng, 2.102 microns pour Tripp et 1.977 microns pour le cas lisse. On voit donc que les
facteurs d’e´coulement de Patir & Cheng me`nent a` une solution plus grande que les facteurs
de Tripp.
La figure 4.8 montre les variations de la fonction a` inte´grer pour les facteurs de Tripp en
fonction des diffe´rentes estimations de la solution. On constate que la fonction peut avoir
des formes assez diffe´rentes suivant l’estimation. On pourrait montrer e´galement que cette
forme de´pend du type de facteur de correction utilise´ (Patir & Cheng ou Tripp).
Les figures suivantes permettent de comprendre la raison de la divergence de l’inte´-
gration de Romberg dans le cas des facteurs de Tripp. La figure 4.9 montre la fonction
a` inte´grer par la solution exacte de l’e´quation. On peut ve´rifier sur cette figure que l’aire
de la fonction est nulle. Prenons maintenant une valeur de h0 pathologique. La figure 4.10
montre un tel cas. On remarque que la fonction a` inte´grer posse`de une asymptote et n’est
donc pas de´finie en tous les points du domaine d’inte´gration. C’est facile a` comprendre : les
facteurs de Tripp peuvent devenir nuls pour une rugosite´ isotrope ou transverse (γ ≤ 1).
Dans le cas d’une rugosite´ isotrope, φx devient nul en h =
√
3/2Rq. Or, ce facteur apparaˆıt
au de´nominateur dans notre radicant. Il n’est donc pas possible de re´soudre l’e´quation pour
des valeurs de h0 infe´rieure a` cette valeur critique.
La figure 4.11 montre la variation de l’e´paisseur de lubrifiant pour diffe´rentes valeurs du
nombre de Peklenik. Nous avons utilise´ ici les facteurs de correction de Patir & Cheng. On
constate que, dans le cas des parame`tres nume´riques utilise´s, une rugosite´ longitudinale
entraˆıne moins de lubrifiant que le cas lisse. Par contre, pour une rugosite´ isotrope ou
transverse, c’est le contraire qui se produit.
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Fig. 4.7: Re´sidu calcule´ pour diffe´rents
h0 (cas lisse et facteurs de
Tripp).














































Fig. 4.8: Variation de la fonction a` inte´-
grer en fonction de h0 (Tripp).

























Fig. 4.9: Fonction a` inte´grer pour la so-
lution de l’e´quation (Tripp –
h0 = 2.1018 10
−3 mm).



























Fig. 4.10: Fonction a` inte´grer pre´sen-
tant une asymptote (Tripp –
h0 = 1.1 10
−3 mm).
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Fig. 4.11: Epaisseur de lubrifiant calcule´e en fonction de l’orientation des aspe´rite´s (Patir
& Cheng).
4.5.2.4 Autres formulations
D’autres approches sont possibles pour de´terminer l’e´paisseur de film en entre´e.
La premie`re est propose´e par Liu et Hu [15]. Nous avons refait les calculs explicitement
et ceux-ci sont pre´sente´s en annexe. Ils font e´galement l’hypothe`se que la de´rive´e de la
pression est nulle au noeud extreˆme de la zone et ils utilisent les facteurs d’e´coulement de
Tripp (e´quations (2.49) et (2.50)). Cependant ils utilisent des hypothe`ses simplificatrices
uniquement valables dans le cas du laminage (et ce n’est pas annonce´ dans leur papier).
De plus, le rayon du cylindre intervient explicitement dans l’e´quation obtenue. En fin de
calcul et sous plusieurs hypothe`ses, ils obtiennent une expression analytique de l’inte´grale
I1 (l’inte´grale I2 n’est pas calcule´e vu qu’ils travaillent en re´gime e´tabli). Cette expression
est re´solue par un algorithme de Newton-Raphson (ils ne parlent pas de proble`mes de
convergence).
Martinet [30] propose e´galement une formule permettant d’obtenir l’e´paisseur de film
au de´but de la zone de contact. Il le`ve l’hypothe`se sur la de´rive´e de la pression mais il
conside`re que les facteurs d’e´coulement sont constants dans la zone d’entre´e, ce qui est tre`s
discutable. Il obtient finalement une e´quation du second degre´ a` re´soudre pour h0 et dont









0, φx0 repre´sentent respectivement la pression, la de´rive´e de la pression et le facteur
d’e´coulement en pression au point extreˆme de la zone.
Cependant, il ne dit pas ce qu’il se passe lorsque le gradient de pression p′0 est tel que le
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radicant devient ne´gatif. Nous pensons donc que notre formulation est plus ge´ne´rale mais
cette ge´ne´ralite´ a un prix puisque les inte´grations nume´riques ne´cessaires a` la re´solution
sont tre`s couˆteuses.
4.5.2.5 Evaluation de l’e´crasement du film et conditions initiales
Si nous conside´rons la formule deWilson et Walowit e´tendue au cas transitoire (e´quation
(4.50)), on constate qu’elle fait intervenir deux composantes de la vitesse relative des deux
surfaces. En effet, en hydrodynamique, une pression peut apparaˆıtre dans le lubrifiant dans
deux cas particuliers : soit si les deux surfaces sont incline´es l’une par rapport a` l’autre et













Fig. 4.13: Effet d’entraˆınement (wedge
effect).
La premie`re composante est donc la vitesse d’entraˆınement (u¯ dans un repe`re eule´rien
et u¯r dans un repe`re mobile – voir figure 4.13). C’est cette composante qui va intervenir
dans des simulations telles que le laminage. En re´gime e´tabli, la de´rive´e eule´rienne de
l’e´paisseur de film est nulle et l’e´paisseur de film est directement proportionnelle a` la
vitesse d’entraˆınement.
La deuxie`me composante est la vitesse d’e´crasement du lubrifiant mode´lise´e par la
de´rive´e temporelle de l’e´paisseur de film (∂ h/∂ t|x dans un repe`re eule´rien et ∂ h/∂ t|χ dans
un repe`re mobile – voir figure 4.13). Cette composante va intervenir notamment dans les
ope´rations d’emboutissage. Nous verrons e´galement que ce terme est important dans une
simulation de laminage en formalisme lagrangien.
Nous nous inte´ressons, dans cette section, a` l’e´valuation nume´rique de cette vitesse.
En effet, la premie`re ide´e qui vient a` l’esprit pour l’e´valuation de la vitesse d’e´crasement
est de calculer la vitesse relative du noeud selon la normale a` la matrice de contact. C’est
cependant une mauvaise ide´e parce qu’elle est fonction de la pe´ne´tration du noeud dans la
matrice de contact (on utilise la me´thode de la pe´nalite´ pour mode´liser le contact). Cette
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pe´ne´tration d’autant plus grande que le coefficient de pe´nalite´ est petit ou que la pression
ne´cessaire pour atteindre l’e´quilibre est e´leve´e. Autrement dit, au cours du temps, la vitesse
d’e´crasement calcule´e de la sorte est directement proportionnelle a` la de´rive´e temporelle de
la pression au noeud conside´re´. Il est donc impe´ratif de trouver une autre me´thode pour
e´valuer cette vitesse.
Les phe´nome`nes d’entraˆınement et d’e´crasement pre´cite´s sont e´troitement lie´s et ne
peuvent pas, en toute rigueur, eˆtre sche´matise´s comme nous l’avons fait au de´but de cette
section. En effet, tout de´pend, comme nous allons le voir, de la vitesse de la grille de calcul.
Pour fixer les ide´es, conside´rons deux simulations diffe´rentes du meˆme processus : le
laminage. Cet exemple va nous permettre de voir comment il est possible d’e´valuer l’e´cra-
sement du lubrifiant.
La premie`re simulation est effectue´e graˆce au formalisme A.L.E. Autrement dit, apre`s
une pe´riode transitoire plus ou moins longue, la grille de calcul devient immobile et, dans
ce cas, uM = 0 (ou` uM est la vitesse du maillage). Au premier noeud de contact en aval de
l’emprise, l’e´paisseur de film est constante au cours du temps, puisque le re´gime est e´tabli
et nous avons :






qui est la formule de Wilson et Walowit pour le cas stationnaire.
Conside´rons maintenant la meˆme simulation effectue´e en formalisme lagrangien. La
grille de calcul est fixe´e a` la matie`re et les noeuds de la surface de la toˆle entrent en contact
les uns apre`s les autres. Dans ce cas, il n’est pas possible de laisser tomber le terme de
transitoire :
h0 = −6 η(u¯r + w/α)
p0 α
(4.61)
or, l’e´paisseur doit eˆtre identique dans les deux cas. On a donc, en e´galant les expressions
(4.60) et (4.61) :
u¯− uM + w/α = u¯ → w = α uM (4.62)
qui n’est rien d’autre que l’e´quation (4.51).
Si dans le premier cas (A.L.E.), l’e´valuation de la vitesse d’e´crasement n’influence pas
la solution finale, on voit que ce n’est pas le cas dans le second cas (lagrangien). Nous























Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
86 CHAPITRE 4. Me´thode de re´solution par e´le´ments finis
qui donne, une fois re´solue pour h
(n+1)














Dans cette nouvelle formule, le proble`me est de´place´ dans la de´termination de h
(n)
0 ,
c’est-a`-dire, les conditions initiales de l’e´quation de Reynolds. Il n’y a bien suˆr pas de
difficulte´ si le noeud e´tait de´ja` en contact au pas pre´ce´dent. Dans le cas contraire, il faut
choisir une valeur pour h
(n)
0 . Nous de´cidons d’utiliser l’approximation line´aire (4.47) pour
calculer cette valeur. Autrement dit, le film de lubrifiant hors de la zone de contact sera
approxime´ de manie`re line´aire a` partir du premier noeud en contact. Si au pas suivant,
un ou plusieurs de ces noeuds entrent en contact, on utilisera comme valeur initiale cette
valeur approxime´e. Nous voyons ici que les conditions aux limites et les conditions initiales
sont fortement lie´es.
Lorsque le premier point entre en contact, la situation est plus de´licate et plusieurs
solutions sont possibles et devront eˆtre e´tudie´es par la suite. On peut,
• soit utiliser la vitesse d’impact du noeud (tout en sachant bien qu’elle peut eˆtre
une mauvaise approximation de la vitesse re´elle). Il faudrait e´galement mettre point,
dans ce cas bien pre´cis, une formule qui prend en compte le rayon de courbure local.
Celui-ci serait calcule´ graˆce aux deux noeuds voisins du noeud en contact.
• soit imposer arbitrairement l’e´paisseur de film d’huile initiale sur la toˆle (comment
la mesurer ?).
C’est cette dernie`re me´thode, tre`s simple, qui est mise en place a` l’heure actuelle dans
METAFOR.
Terminons cette section en faisant remarquer qu’il n’est pas possible de contourner
le proble`me de la de´termination des vitesses d’e´crasement en utilisant quel que soit le
proble`me la formule eule´rienne (4.60). En effet, si dans le cas du laminage pre´sente´ ci-
dessus, cette formule conviendrait dans les deux cas, c’est uniquement parce que la zone
d’entre´e est fixe dans le repe`re global. Il est facile de trouver un cas ou` on met cette formule
en de´faut (n’importe quel cas ou` la zone d’entre´e se de´place).
Tous les raisonnements et discussions que nous avons faits avec l’e´quation de Wilson et
Walowit sont bien sur valables pour les autres formulations (cas rugueux, e´quation de Liu
et e´quation de Martinet).
4.5.2.6 Prise en compte d’un fluide pie´zovisqueux
La prise en compte de l’influence de la pression sur la viscosite´ peut eˆtre faite de manie`re
tre`s simple sans alourdir les calculs pour autant qu’on utilise le mode`le pie´zovisqueux
de Barus (2.32). En effet, nous avons vu que l’e´quation de Reynolds pie´zovisqueuse est
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identique a` l’e´quation de Reynolds a` viscosite´ constante si on effectue le changement de




(1− e−γl p) (4.66)
On peut donc reformuler les e´quations obtenues dans la section pre´ce´dente pour te-
nir compte du caracte`re pie´zovisqueux du fluide. En particulier, l’e´quation de Wilson et
Walowit devient :
h0 = −6 η0 γl (u¯r + w/α)
(1− e−γl p0)α (4.67)
Cette e´quation montre que pour des grandes valeurs du coefficient de pression du lu-
brifiant, l’e´paisseur de film en entre´e devient inde´pendante de la pression en entre´e. La
figure 4.14 montre ce phe´nome`ne par les courbes h0 = h0(γl) pour diffe´rentes valeurs de la
pression d’entre´e.



























p = 350 MPa
p = 100 MPa
Fig. 4.14: Epaisseur de film entraˆıne´e en fonction du coefficient de pression de la viscosite´
pour diffe´rentes pressions en entre´e.
Dans le cas d’une e´quation plus complexe, comme par exemple (4.54), on obtient :
I1 + I2 − 1
γl
(1− e−γl p0) = 0 (4.68)
a` re´soudre de la meˆme manie`re que l’e´quation a` viscosite´ constante.
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4.6 Calcul des contraintes
Une fois que la distribution des e´paisseurs de film de lubrifiant est connue pour un
champ de pression et de vitesses donne´s, on peut utiliser un mode`le de frottement pour
de´duire, en chaque noeud, les cisaillements transmis par le fluide sur les deux surfaces en
contact.
Nous utilisons l’e´quation modifie´e de Patir et Cheng (2.51) et les forces re´sultantes sont
calcule´es en inversant la formule qui permet de passer des forces normales aux pressions
(4.15).
Dans le cas lisse, il est inte´ressant de calculer le coefficient de frottement au premier
noeud pour avoir une ide´e des parame`tres qui l’influencent. En utilisant les e´quations (4.52)








c’est-a`-dire un coefficient de frottement inde´pendant de la viscosite´ du fluide. Si on conside`re
que V est proportionnel a` u, le coefficient de frottement est inde´pendant de la vitesse de
glissement. Par contre, le frottement est directement proportionnel a` l’angle forme´ par les
deux surfaces dans la zone d’entre´e. Cet angle e´tant ge´ne´ralement assez petit (quelques
degre´s au maximum), le coefficient de frottement restera toujours tre`s faible.
Dans le cas lisse pie´zovisqueux, la situation n’est pas la meˆme et il est possible d’obtenir
des coefficients de frottement plus important. En utilisant les e´quations (4.67) et (2.31) en





eγl p0 V (1− e−γl p0)α
6 p0 γl u¯
(4.70)
Cette relation est trace´e sur le figure 4.15.
4.7 Algorithme du calcul des forces externes de contact
4.7.1 Description de l’algorithme
Cette section de´crit en de´tail l’algorithme propose´ et actuellement inclus dans META-
FOR pour le calcul des forces externes de contact. Cette algorithme est la “brique” de base
de notre algorithme d’interaction fluide-structure. Il est appele´ chaque fois que les forces
de contact doivent eˆtre calcule´es, c’est-a`-dire pour la ve´rification de l’e´quilibre du corps
de´formable e´tudie´ a` chaque pas de temps, pour le calcul de la matrice de raideur tangente
a` chaque ite´ration de Newton-Raphson, pour l’e´quilibre apre`s remaillage et transfert des
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p = 350 MPa
p = 100 MPa
Fig. 4.15: Cisaillement au premier noeud en fonction du coefficient de pression de la
viscosite´ pour diffe´rentes pressions en entre´e.
valeurs aux points de Gauss dans le cas du formalisme ALE et enfin pour la sortie des
re´sultats dans un fichier de post-traitement lorsque l’e´quilibre est atteint.
Les donne´es a` fournir au module de calcul des forces externes de contact sont les sui-
vantes :
• Les de´placements du maillage et les de´placements de la matie`re par rapport a` la
configuration a` la fin du pas de temps pre´ce´dent et l’incre´ment temporel pour calculer
les vitesses.
• L’e´paisseur de film de lubrifiant pour cette meˆme configuration.
• Les forces normales de contact calcule´es par la me´thode de la pe´nalite´ et les indica-
teurs de contact de chaque noeud.
• Les donne´es relatives aux lubrifiant (viscosite´, coefficient de pression) et quelques
parame`tres relatifs a` la me´thode utilise´e (coefficient d’upwind, tole´rance sur le re´sidu
de l’e´quation de Reynolds).
Le module retourne les forces externes et les e´paisseurs de film de lubrifiant en fonction
de toutes ces donne´es. Pour l’instant, une solution est toujours fournie par le module de cal-
cul des forces externes meˆme si cette re´ponse n’est pas physique. Ceci peut arriver lorsque
l’e´paisseur de film est ne´gative pour certains noeuds en contact ou lorsque l’algorithme
n’a pas converge´. Dans ce dernier cas, le dernier profil calcule´ est retourne´ et un message
d’avertissement est introduit dans le fichier de re´sultat. Il ne faut cependant pas s’inquie´ter
parce que de tel re´sultats signifient, en ge´ne´ral, que soit le pas de temps est trop grand, soit
le processus envisage´ n’est pas re´alisable sous les hypothe`ses de la lubrification hydrody-
namique. Le fait que l’algorithme propose´ retourne dans ce cas des valeurs non admissibles
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entraˆıne ge´ne´ralement une divergence dans la re´solution de l’e´quilibre de la structure et
finalement une division du pas de temps. Si le proble`me venait d’un pas de temps trop
grand, il se peut que le nouveau pas de temps est suffisamment petit pour permettre la
convergence. Par contre, s’il s’agit d’une divergence qui peut s’expliquer physiquement,
comme par exemple, un e´crasement trop lent de la couche de lubrifiant entraˆınant une rup-
ture du film (nume´riquement traduite par des valeurs de h ne´gatives) METAFOR divise
le pas de temps jusqu’a` ce que celui-ci soit trop petit pour continuer. De tels cas pourront
eˆtre traite´s lorsque des lois de frottement en re´gime mixte et limite seront disponibles dans
METAFOR.
L’algorithme ge´ne´ral est pre´sente´ sous forme d’organigramme sur la figure 4.16.
h0 donné
vitesses matière & maillage donnés
noeuds en contact et FN connus
paramètres lubri et autres
Détermination des zones
de contact (nz )
Boucle sur les zones
Calcul du résidu (vecteur r)
et sa dérivée (matrice S)
|r| < TOL ?
it > itmax ?
Correction : dh = - S -1 r
h i+1 = h i + dh
1ère approx de la
solution (h0 = h0 )
Calcul des pressions à
partir des FN
Calcul des cisaillements
et des forces externes






Fig. 4.16: Algorithme de calcul des forces externes.
La premie`re chose a` faire est de de´duire les diffe´rentes zones de contact du proble`me.
En effet, dans un souci de ge´ne´ralite´, nous avons voulu pouvoir traiter plusieurs zones de
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contact simultane´ment. Pour chaque zone, l’e´quation de Reynolds sera re´solue si la loi de
frottement choisie par l’utilisateur est un loi de frottement hydrodynamique film mince.
Pour de´terminer le nombre de zone, on parcourt les noeuds potentiellement en contact.
Ceux-ci doivent impe´rativement eˆtre classe´s dans l’ordre, c’est-a`-dire aire a` droite. Pour
l’instant, c’est l’utilisateur qui doit les de´finir dans cet ordre directement dans le jeu de
donne´es. Il sera inte´ressant, dans le futur, d’e´crire une routine qui classera les noeuds
automatiquement dans cet ordre. Cette taˆche sera grandement simplifie´e lorsque nous au-
rons acce`s directement a` la ge´ome´trie du proble`me envisage´ (points, courbes, domaines,
contours,...), c’est-a`-dire lorsque la teˆte de METAFOR sera totalement re´e´crite (projet ME-
TASTAMP, en cours). Cette routine pourra eˆtre alors applique´e e´galement aux proble`mes
de contact entre deux corps de´formables ou` le meˆme proble`me se pose.
Lors du parcours des noeuds potentiellement en contact, on conside`re qu’une zone de
lubrification de´bute lorsqu’un noeud de loi de frottement hydrodynamique est en contact
et se termine si le noeud suivant posse`de la meˆme loi de frottement mais n’est plus en
contact ou lorsque le noeud suivant ne posse`de pas la meˆme loi de frottement (en effet,
il est possible que deux noeuds qui se suivent dans la liste appartiennent a` deux surfaces
diffe´rentes).
Un fois le nombre de zones calcule´s et les nume´ros des noeuds extreˆmes identifie´s, on
effectue une boucle sur les zones et chaque zone est traite´e de fac¸on identique et se´pare´e
des autres.
Pour chaque zone, on calcule alors les pressions aux noeuds en fonction est forces
normales fournies a` la routine. Ce calcul s’effectue par la formule (4.15).
On entre alors dans un processus de Newton-Raphson classique de´crit par les formules
(4.29), (4.30) et (4.31). Celui-ci a pour but la re´solution de l’e´quation de Reynolds, c’est-
a`-dire la de´termination des e´paisseur de film de lubrifiant. Une premie`re approximation
de l’inconnue est donne´e par sa valeur a` la fin du pas de temps pre´ce´dent. Si on est au
premier pas, une proce´dure spe´ciale est mise en place : le film de lubrifiant est initialise´e
a` une valeur fixe´e par l’utilisateur. Dans la suite de ce travail, nous essayerons de calculer
automatiquement cette valeur en fonction de la vitesse d’impact des deux surfaces.
Le calcul du re´sidu et des matrices e´le´ments finis est certainement la plus grosse routine
de notre algorithme. On parcourt les noeuds de contact de la zone du premier au dernier.
Pour chacun de ces noeuds, on calcule les vitesses (vitesses maillage, matie`re, matrice,
relatives, absolues et les projections selon la tangente a` la matrice). On calcule e´galement
les facteurs d’e´coulement et la viscosite´ locale. Une attention toute particulie`re est donne´e
pour les noeuds extreˆmes. En ces noeuds, le signe de la vitesse moyenne relative de´termine
s’il s’agit d’une zone d’entre´e ou` d’une zone de sortie. Dans le cas d’une zone d’entre´e,
la routine de calcul des conditions aux limites est appele´e et un indicateur indique que le
syste`me a` re´soudre lors d’une e´ventuelle correction de Newton-Raphson sera diminue´ d’une
inconnue. Dans le cas d’une zone de sortie, le gradient de pression est calcule´ pour e´valuer
le flux de sortie. On e´value e´galement la de´rive´e de ce flux par rapport a` l’e´paisseur de film.
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Cette de´rive´e intervient dans la matrice de correction de Newton-Raphson.
La boucle sur les noeuds est aussi une boucle sur les e´le´ments. Les grandeurs au pre-
mier noeud sont d’abord calcule´es hors de cette boucle. La boucle consiste en fait en une
boucle du deuxie`me noeud au dernier ou, d’une manie`re e´quivalente, du premier e´le´ment
au dernier. Pour chaque e´le´ment, on calcule nume´riquement (par quadrature de Gauss) les
matrices e´le´mentaires de fluidite´ ainsi que les de´rive´es. L’assemblage des matrices non de´ri-
ve´es n’est pas effectue´ puisqu’elle n’interviennent que dans le calcul du re´sidu. Les produit
matriciel sont donc calcule´s e´le´ment par e´le´ment et assemble´ dans un vecteur (le vecteur r
de l’organigramme). Par contre, la matrice des de´rive´es (matrice S de l’organigramme) doit
eˆtre assemble´e pour permettre une e´ventuelle correction des e´paisseurs de film de lubrifiant.
Cette matrice est tridiagonale et nous ne gardons en me´moire que les trois diagonales (voir
section 4.4.2).
Lorsque le re´sidu est calcule´, on effectue un test sur sa norme. Pour l’instant, ce test
n’est pas rendu adimensionnel. C’est l’utilisateur qui doit estimer une valeur ade´quate
pour chaque proble`me de la variable TOL, c’est-a`-dire la tole´rance du processus de Newton-
Raphson. Il sera bien suˆr ne´cessaire, dans la suite, de rendre ce test inde´pendant des unite´s
utilise´es et e´liminer l’intervention de l’utilisateur.
Si la zone de contact se re´duit a` un seul noeud, celui-ci est conside´re´ comme une zone
d’entre´e et l’e´quation de Reynolds est satisfaite automatiquement. Dans le cas ge´ne´ral de
plusieurs noeuds en contact, si l’e´quation de Reynolds n’est pas ve´rifie´e a` la tole´rance pre`s,
on effectue une correction en inversant le syste`me tridiagonal.
Si apre`s un nombre impose´ d’ite´rations (itmax) le re´sidu est toujours supe´rieur a` la
tole´rance fixe´e, le processus est arreˆte´ et la dernie`re solution est retourne´e.
Lorsque la solution de l’e´quation de Reynolds est obtenue, un routine calcule le cisaille-
ment en chaque noeud en fonction de l’e´paisseur de lubrifiant pre´ce´demment calcule´e. Pour
ce faire, on parcourt a` nouveau les noeuds de la zone de contact et on recalcule la vitesse de
cisaillement. Les facteurs de correction de Patir & Cheng sont calcule´s a` partir du rapport
de l’e´paisseur de film et de la rugosite´ composite des surfaces. Le gradient de pression est
e´galement e´value´ a` cet endroit. A partir du cisaillement, on de´duit des forces nodales en
inversant la formule qui a permis de de´duire les pressions en fonction des forces normales.
Les forces normales et tangentielles sont alors converties en axes globaux et le re´sultat
est assemble´ dans le vecteur des forces externes. Remarquons que les forces normales n’ont
pas e´te´ assemble´es lors de leur calcul par la me´thode de la pe´nalite´. Il serait possible de faire
autrement, c’est-a`-dire assembler les forces normales et tangentielles lors de leurs calculs
respectifs.
Une fois que toutes les zones de contact ont e´te´ traite´es, les e´paisseurs de film et les
forces externes sont retourne´es a` la routine appelante.
Une remarque inte´ressante concerne l’optimisation du code au point de vue de la vi-
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tesse et de la me´moire utilise´e. Nous avons vu que les grandeurs nodales sont calcule´es a`
toutes les ite´rations de Newton-Raphson lors de la re´solution de l’e´quation de Reynolds.
Autrement dit, puisque ces grandeurs sont inde´pendantes de l’e´paisseur de film et que c’est
uniquement cette dernie`re variable qui est modifie´e lors des ite´rations, on recalcule plu-
sieurs fois la meˆme chose. Il serait donc possible d’utiliser des vecteurs temporaires, comme
on l’a fait pour la pression pour stocker les vitesses. Nous n’avons cependant pas adopte´
cette me´thode pour limiter la me´moire ne´cessaire a` l’exe´cution du programme. De plus, le
calcul des vitesses n’est pas tre`s gourmand en temps de calcul par rapport a` l’e´valuation
des facteurs d’e´coulement (qui, eux, de´pendent de l’e´paisseur de film et donc changent a`
chaque ite´ration). Il en re´sulte une le´ge`re perte de performance au niveau du temps de
calcul mais un gain de me´moire.
Pour optimiser le temps de calcul, nous calculons une seule fois les conditions aux
limites. En effet, ce calcul peut eˆtre extreˆmement lourd dans les proble`mes avec prise en
compte de la rugosite´, surtout lorsque le programme rencontre une situation tre`s loin de
l’e´quilibre. (les inte´grales a` e´valuer ne convergent pas).
4.7.2 Gestion des de´bordements
Re´soudre l’e´quation de Reynolds par e´le´ments finis est de´ja` un proble`me assez complique´
en soi vu les fortes non line´arite´s pre´sentes dans l’e´quation. Cependant, nous verrons plus
tard que la me´thode telle qu’elle est de´crite ci-dessus fonctionne assez bien lorsque les
donne´es fournies a` l’algorithme sont cohe´rentes et lorsqu’une solution existe pour celles-ci.
Il est ne´anmoins primordial que l’algorithme inclus dans METAFOR soit robuste. Il faut
donc qu’il re´agisse correctement lors de divergences. Toutes les me´thodes qui permettent
d’obtenir un code robuste jouent le roˆle de “garde-fou” lorsqu’une variable posse`de des va-
leurs inhabituelles. Dans la litte´rature, ces me´thodes sont rarement publie´es (certainement
parce qu’elles montrent certaines limitations et faiblesses du code et qu’elles apparaissent
comme des recettes de cuisine qui fonctionnent plus ou moins bien) si bien qu’il est souvent
difficile d’obtenir exactement des re´sultats publie´s.
Nous avons de´ja` parle´ de la divergence du Newton-Raphson pour la re´solution de l’e´qua-
tion de Reynolds : la dernie`re solution obtenue est garde´e telle qu’elle, meˆme si elle n’est
pas physique. Cela conduit en pratique a` une division automatique du pas de temps par le
programme.
D’autres cas particuliers existent. Ainsi, la loi de Barus pour de´terminer la viscosite´
en fonction de la pression peut provoquer un arreˆt brutal du programme si on n’y prend
garde. En effet, l’e´valuation d’une exponentielle ne´cessite nume´riquement que l’argument
soit infe´rieur a` une valeur assez petite (de l’ordre de 1000). Vu que les forces normales a`
partir desquelles on calcule la pression peuvent provenir d’une configuration non e´quilibre´e,
il n’y a pas de limite supe´rieure en pratique pour la pression. Si bien qu’il faut, a` chaque
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
94 CHAPITRE 4. Me´thode de re´solution par e´le´ments finis
e´valuation de la viscosite´, limiter l’argument de l’exponentielle a` une valeur maximale.
L’e´valuation des facteurs d’e´coulement pose e´galement un proble`me puisque des lo-
garithmes et des exponentielles interviennent dans leur expression. On peut voir que les
proble`mes se posent lorsque l’e´paisseur de film devient infe´rieure a` la rugosite´ composite.
Ceci peut arriver re´gulie`rement pour un cas proche du re´gime limite. En effet, lors de
chaque pas de temps, les configurations non e´quilibre´es de chaque ite´rations peuvent en-
gendrer des e´paisseurs de film infe´rieures a` cette valeur critique sans pour autant que la
configuration finale e´quilibre´e soit en re´gime mixte. Nous avons donc de´cide´ de fixer la
rugosite´ composite comme borne infe´rieure pour l’e´paisseur de film de lubrifiant lors du
calcul des facteurs de correction.
4.8 Validation nume´rique de l’algorithme
4.8.1 Introduction
Dans cette section, nous montrons que l’algorithme de calcul des forces externes pre´sente´
dans la section pre´ce´dente a e´te´ programme´ correctement. Pour ce faire, nous compilons
les routines composant cet algorithme se´pare´ment des routines de METAFOR. Nous nous
contentons donc de fournir a` l’algorithme des donne´es (pressions, ge´ome´trie, vitesse et pro-
prie´te´s physiques du lubrifiant) et nous observons ce que l’algorithme nous fournit comme
re´sultat. Notre attention sera principalement focalise´e sur la solution h de l’e´quation de
Reynolds puisque le calcul des forces externes est de´duit directement et simplement de
cette solution.
Cette e´tape de ve´rification est indispensable a` ce stade parce qu’il sera tre`s difficile de
juger les re´sultats obtenus lorsque l’algorithme sera inte´gre´ a` METAFOR. En effet, dans
ce cas, les erreurs peuvent venir non seulement de l’algorithme de calcul des forces mais
aussi des interactions avec METAFOR.
Dans la suite, nous allons effectuer des se´ries de calculs avec les parame`tres pre´sente´s
dans le tableau 4.2.
Il s’agit du glissement d’un plan sur un autre a` vitesse constante. Les deux plans sont
suppose´s parfaitement lisses (pas de rugosite´). La zone de contact est constitue´e de 19
noeuds re´gulie`rement espace´s de 3 mm Le premier noeud, qui n’est pas en contact avec
la matrice, a e´te´ le´ge`rement de´place´ selon la verticale pour former un angle d’entre´e et
permettre la formation du film de lubrifiant.
Initialement, l’e´paisseur de film de lubrifiant est fixe´e a` la valeur choisie (1 µm). On
effectue ensuite une boucle temporelle qui consiste simplement a` appeler l’algorithme de
re´solution de l’e´quation de Reynolds et, lorsque la solution est obtenue, une mise a` jour de
l’e´paisseur initiale de lubrifiant est effectue´e. Le pas de temps choisi est unitaire (∆ t = 1 s).
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Viscosite´ du lubrifiant η = 10−4 MPa.s
Coefficient de pression γl = 0 MPa
−1
Facteur d’upwind α = variable
Tole´rance de Newton-Raphson TOLl = 10
−15
Epaisseur de film initiale h0 = 1 µm
Vitesse de glissement des noeuds u1 = 10 mm/s
Vitesse de la matrice de contact u2 = 0 mm/s
Tab. 4.2: Parame`tres utilise´s pour le test de l’algorithme de calcul des forces externes.
4.8.2 Cas d’une convection pure
Pour les premiers tests effectue´s, nous utilisons une pression constante sur l’ensemble
de la surface de contact. On de´finit une force de 10 Newtons en chaque noeud, ce qui
correspond a` une pression de 3.33 N/mm. Graˆce a` cette hypothe`se particulie`re sur la








et l’e´quation matricielle correspondante ne comporte plus que les matrices C1 et Su :
C1 h˙+ q = Su u¯r (4.72)
Dans ce cas l’e´quation est simplifie´e a` l’extreˆme et la solution est connue d’avance : si
l’e´paisseur de film impose´e en entre´e (au noeud nume´ro 2) ne de´pendait pas du temps, on
obtiendrait une translation uniforme d’un e´chelon a` la vitesse moyenne des deux surfaces.
L’e´quation de Reynolds est re´solue par la me´thode pre´sente´e pre´ce´demment. On utilise
des fonctions de forme SUPG uniquement pour e´valuer le facteur h(x) de la matrice Su.
Toutes les autres fonctions de forme ont la forme traditionnelle. Nous verrons plus loin la
raison de ce choix.
Les profils d’e´paisseurs de lubrifiant obtenus au cours du temps (h(x, t)) sont trace´s sur
la figure 4.17. On remarque qu’au premier pas de temps, la valeur de h au premier noeud,
calcule´e par l’analyse de la zone d’entre´e, est de´ja` tre`s proche de sa valeur stabilise´e. La
solution analytique est donc tre`s proche de la translation d’un e´chelon. Cependant, nous
voyons que la solution obtenue contient beaucoup de diffusion.
Pour s’en rendre compte, les figures 4.19 et 4.20 montrent les solutions obtenues apre`s
respectivement 5 et 10 pas de temps pour diffe´rentes valeurs du coefficient d’upwind α
(α = 0, α = 1 et α = 2). Ces solutions sont compare´es, dans les deux cas, a` la solution
analytique. On constate que l’utilisation des fonctions de forme SUPG introduit de la
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diffusion supple´mentaire. Celle-ci est d’autant plus grande que le coefficient d’upwind est
grand.
La grande diffusion obtenue dans la solution sans de´centrage (α = 0) est uniquement
due au sche´ma d’inte´gration temporel utilise´. En effet, il est bien connu (on peut le montrer
par une analyse de Von-Neumann dans ce cas simplifie´) que le sche´ma d’Euler totalement
implicite est tre`s diffusif lorsqu’il s’agit de traiter une e´quation de convection pure. Cette
grande diffusion a ne´anmoins l’avantage d’augmenter la stabilite´ du sche´ma (sche´ma incon-
ditionnellement stable dans ce cas simplifie´). Ce qui nous permet de ne pas nous tracasser
de la taille du pas de temps utilise´.
Dans la suite de ce travail, il sera inte´ressant de mettre au point des sche´mas plus pre´cis
(sche´mas du deuxie`me ordre) pour obtenir une meilleure pre´cision sur la solution obtenue.
























Fig. 4.17: Film de lubrifiant au cours
du temps.























Fig. 4.18: Zoom sur la solution station-
naire (α = 0).



























Fig. 4.19: Solution apre`s 5 pas de
temps.


























Fig. 4.20: Solution apre`s 10 pas de
temps.
Si on effectue un zoom sur la solution stabilise´e (figure 4.18), on constate que l’on
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obtient bien la solution analytique du proble`me stationnaire, c’est-a`-dire une e´paisseur de
film de lubrifiant constante partout dans la zone de contact.
On remarque cependant (figure 4.18) que la solution transitoire a tendance a` osciller.
C’est pour e´liminer ces oscillations transitoires que nous avons introduit les fonctions de
forme SUPG. Les figures 4.21 et 4.22 repre´sentent le meˆme zoom sur les solutions obtenues
avec α = 0.5 et α = 2. On constate que, plus le coefficient d’upwind est grand, moins les
oscillations sont perceptibles. En particulier, la solution n’oscille plus lorsque α = 2.
Il faudra donc choisir un coefficient d’upwind non nul pour e´viter les oscillations mais
pas trop grand quand meˆme pour limiter la diffusion du sche´ma utilise´, qui en contient
de´ja` beaucoup a` l’origine.























Fig. 4.21: Zoom sur la solution station-
naire (α = 0.5).























Fig. 4.22: Zoom sur la solution station-
naire (α = 2.0).
En analysant plus pre´cise´ment les figures 4.21 et 4.22, on remarque que les diffe´rentes
solutions au cours du temps pre´sentent une discontinuite´ de de´rive´e premie`re (brisure au
dernier noeud). Cette brisure est d’autant plus importante que le coefficient d’upwind est
e´leve´. La cause est assez facile a` comprendre : la matrice Su est calcule´e avec des fonctions
de forme SUPG mais le terme associe´ a` cette matrice dans l’expression du vecteur q (qui
provient de l’inte´gration par parties de la forme faible) est e´value´ avec des fonctions de forme
traditionnelles. Il faut donc, pour avoir une formulation cohe´rente, calculer le vecteur q de
la meˆme manie`re que la matrice Su.
Pour l’e´valuation de la matrice Seu pour le dernier e´le´ment (de´limite´ par les noeuds n−1
et n), on calcule :
h(x) = NSUPGn−1 (x) hn−1 +N
SUPG
n (x) hn (4.73)
ou` hn−1 et hn sont les valeurs de l’e´paisseur de film de lubrifiant aux noeuds du dernier
e´le´ment. Vu que les 2 fonctions de forme SUPG ne sont non nulles au dernier noeud, il en
re´sulte que la valeur de h(x) introduite dans la matrice et e´value´e au dernier noeud n’est
pas e´gale a` hn. Elle vaut pre´cise´ment hn−1 α/2 + hn(1 − α/2). C’est donc cette dernie`re
valeur qu’il faut utiliser pour calculer le vecteur q.
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Remarquons enfin que la valeur de q de´pend alors des valeurs de h aux noeuds n − 1
et n et non pas seulement n. Lors de l’e´valuation de la de´rive´e du vecteur q par rapport
aux valeur nodales de h pour former la matrice d’ite´ration de Newton-Raphson, il faudra
donc calculer deux de´rive´es au lieu d’une seule.























Fig. 4.23: Vecteur q corrige´ et α = 2.0.























Fig. 4.24: Utilisation de fonctions de
forme SUPG dans la matrice
C1.
La figure 4.23 montre les re´sultats obtenus pour un coefficient d’upwind e´gal a` 2 (de´-
centrage complet) et une e´valuation consistante du vecteur q. Les courbes sont maintenant
parfaitement lisses, meˆme dans le cas d’un grand coefficient α.
La figure 4.24 montre la solution obtenue en utilisant les fonctions de forme SUPG
pour l’e´valuation de la matrice C1 On constate, dans ce cas, qu’il existe une discontinuite´
au niveau du dernier noeud. C’est pour cette raison que nous utiliserons dans la suite
uniquement un de´centrage dans la matrice Su.
4.8.3 Pression d’interface parabolique
Pour comprendre et analyser l’influence des gradients de pression, nous avons fourni a`
l’algorithme une pression parabolique. Le champ de pression utilise´ est montre´ sur la figure
4.25.
Dans ce cas, la solution n’est pas triviale. L’e´quation de Reynolds peut eˆtre e´crite sous













ou` on a suppose´ que le de´nominateur ne s’annule pas sur le domaine e´tudie´.
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Fig. 4.25: Pression d’interface parabolique.
La solution obtenue par notre algorithme est repre´sente´e sur les figures 4.27 et 4.28. On
constate que la solution transitoire est tre`s similaire a` celle obtenue dans le cas pre´ce´dent :
il s’agit d’un e´coulement ou` la convection est le phe´nome`ne pre´ponde´rant. Cependant, nous
voyons sur la figure 4.28 que la solution stationnaire obtenue oscille autour d’une courbe qui,
a` premie`re vue, a` l’air d’eˆtre rectiligne. Les oscillations sont, bien entendu, due a` l’absence
de de´centrage dans la discre´tisation utilise´e pour effectuer le calcul (coefficient d’upwind
nul). Cependant, la solution ne peut pas eˆtre une droite puisque l’e´quation (4.74) montre
que la pente de la solution n’est pas constante (nume´rateur constant mais de´nominateur non
constant a` cause du gradient de pression). Pour eˆtre certains que nous obtenons la solution
exacte de l’e´quation, nous avons re´solu l’e´quation (4.74) par un sche´ma d’inte´gration de
Runge Kutta explicite du quatrie`me ordre. La solution obtenue est repre´sente´e sur la figure
4.26 et nous voyons qu’elle est apparemment droite. Autrement dit, le gradient de pression
joue un roˆle ne´gligeable vis a` vis du terme de vitesse d’entraˆınement.



























Fig. 4.26: Solution stationnaire obtenue par Runge Kutta et par e´le´ments finis.
Pour e´liminer les oscillations dans la solution stationnaire, nous utilisons des fonctions
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Fig. 4.27: Epaisseurs de film au cours
du temps (α = 0.0).



























Fig. 4.28: Zoom sur la solution station-
naire (α = 0.0).
de forme SUPG. La solution obtenue pour un coefficient d’upwind α = 0.5 est repre´sente´e
sur la figure 4.29. Nous voyons que les oscillations ont comple`tement disparu. Cependant,
la solution n’est pas tout a` fait exacte. En effet, il existe une brisure au niveau du dernier
noeud. Bien que nous avons de´ja` vu un tel phe´nome`ne dans le cas d’une pression constante
dans la section pre´ce´dente, la cause est totalement diffe´rente (puisque nous avons utilise´
la correction du flux pre´ce´demment explique´e). On peut aussi remarquer que cette brisure
apparaˆıt e´galement dans le cas α = 0 sur la figure 4.28, bien que ce phe´nome`ne soit camoufle´
par les oscillations de la solution.



























Fig. 4.29: Zoom sur la solution station-
naire (α = 0.5).



























Fig. 4.30: De´rive´e de la pression corri-
ge´e (α = 0.5).
Pour comprendre exactement ce qu’il se passe, il faut examiner de plus pre`s les e´quations
que l’on re´sout sous la forme discre´tise´e (par e´le´ments finis). Si on doit discre´tiser la de´rive´e
seconde de la pression, on effectue une multiplication par une variation admissible de
l’inconnue et une inte´gration sur le domaine e´tudie´. Le re´sultat est alors inte´gre´ par parties.
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L’utilisation de fonctions de forme line´aires dans la dernie`re inte´grale donne des matrices









ou` Le de´signe la longueur de l’e´le´ment. L’assemblage de ces matrices et la prise en compte




































Pour les noeuds inte´rieurs du maillage, on obtient bien une discre´tisation e´quivalente
a` une discre´tisation par diffe´rences finies du deuxie`me ordre (inte´gre´e sur la longueur du
domaine e´tudie´). Par exemple, pour le deuxie`me noeud :
∂ 2 p
∂ x2
Le → p1 − 2 p2 + p3
L2e
Le (4.78)
Pour les noeuds extreˆmes, la pre´cision de la discre´tisation va de´pendre de l’e´valuation
des de´rive´es premie`res de la pression. Nous avons choisi de discre´tiser celles-ci par une
diffe´rence finie du premier ordre. On a donc, par exemple pour le noeud 1 :
∂ 2 p
∂ x2
→ p1 − p2
Le
− p′(x = 0)→ p1 − p2
Le
− p1 − p2
Le
= 0 (4.79)
Nous imposons donc une de´rive´e seconde nulle de la pression aux extre´mite´s du domaine.
Vu l’e´quation (4.74), cela implique une de´rive´e premie`re nulle de l’e´paisseur de lubrifiant.
C’est pour cela que les deux derniers noeuds de la solution (figure 4.29) ont la meˆme valeur.
Dans notre cas particulier ou` nous connaissons exactement le champ de pression et
toutes ses de´rive´es, il nous est possible d’e´valuer correctement cette de´rive´e premie`re. La
solution obtenue est trace´e sur la figure 4.30. On peut montrer e´galement qu’il n’y a plus
d’oscillations dans la solution, meˆme dans le cas sans de´centrage (α = 0). Les oscillations
e´taient donc dues a` la brusque variation de la de´rive´e seconde de la pression.
Imaginons maintenant que le champ de pression soit connu aux noeuds du maillage
et sur un noeud a` l’exte´rieur de celui-ci. L’utilisation d’une de´rive´e centre´e sur le dernier
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noeud pour e´valuer la de´rive´e de la pression donne un sche´ma du second ordre. En effet,
si on donne le nume´ro 0 au noeud exte´rieur et que ce noeud est distant de Le du premier
noeud du domaine, on a :
∂ 2 p
∂ x2
→ p2 − p1
Le
− p2 − p0
2Le
=
p2 − 2 p1 + p0
2Le
(4.80)
Cette dernie`re expression correspond bien a` un sche´ma du second ordre si on se rappelle
que celui-ci a e´te´ inte´gre´ sur l’e´le´ment (on a Le au lieu de L
2
e au de´nominateur) et que la
premie`re et la dernie`re e´quation d’un syste`me e´le´ment fini est divise´e par 2 (d’ou` la pre´sence
du 2 au de´nominateur).





























Fig. 4.31: Effet d’une sous-estimation
de la de´rive´e de la pression
(p′ → p′/2).



























Fig. 4.32: Effet d’une sur-estimation de
la de´rive´e de la pression
(p′ → 2 p′).
Dans le cadre de METAFOR, nous ne connaissons la pression qu’aux noeuds de contact.
Il serait peut eˆtre possible d’utiliser la formulation (4.80) et d’utiliser une pression nulle
en dehors de la zone de contact. Cependant, nous avons pre´fe´re´, pour l’instant l’utilisation
d’une de´rive´e de´centre´e en sachant bien que cela e´quivaut, implicitement, a` impose´e une
de´rive´e seconde nulle pour la pression en sortie de zone de contact (le proble`me ne se pose
pas en entre´e puisque l’e´quation correspondante n’est pas re´solue, h e´tant fixe´).
Les figures 4.31 et 4.32 montrent les solutions stationnaires obtenues si le gradient de
pression en sortie est sur-e´value´ (multiplie´ par 2) ou sous-e´value´ (divise´ par 2). Pour les
deux cas, deux valeurs du parame`tre de de´centrage ont e´te´ utilise´es (α = 0.5 et α = 2.0).
Nous voyons que, si le de´centrage n’est pas suffisant, on obtient des oscillations dans la
solutions. Ces oscillations sont cependant limite´es dans la re´gion de sortie du lubrifiant.
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4.8.4 Pression d’interface cubique
Ce dernier test va permettre de tester notre algorithme dans le cas ou` la de´rive´e de
la pression varie le long de la zone de contact. Nous avons choisi un champ de pression
cubique. Celui-ci est repre´sente´ sur la figure 4.33. Dans ce cas e´galement, la solution n’est
pas triviale. Cependant, si la de´rive´e premie`re de la pression est ne´gligeable vis-a`-vis de
la vitesse d’entraˆınement comme dans le cas pre´ce´dent, on s’attend a` obtenir une solution
parabolique (d’apre`s l’e´quation (4.74).
La figure 4.34 repre´sente la solution obtenue pour diffe´rents parame`tres de de´centrage.
Remarquons tout d’abord qu’il n’y a pas d’oscillations dans la solution sans de´centrage
puisque nous utilisons une de´rive´e correcte de la pression en sortie. La solution obtenue
pour α = 2 est de´cale´e vers l’amont par rapport a` la solution sans de´centrage, si bien
que le maximum de la solution se situe exactement un noeud avant celui du cas sans
de´centrage. C’est tout a` fait normal puisque, dans la formulation totalement de´centre´e,
toutes les de´rive´es spatiales sont de´centre´es vers l’amont. Ce de´calage est d’autant plus
marque´ que les e´le´ments finis sont grands.






















Fig. 4.33: Pression cubique.






























Fig. 4.34: Solutions obtenues pour une
pression cubique.
Comme pour le cas pre´ce´dent, nous avons ve´rifie´ l’exactitude de la solution obtenue
en proce´dant a` une inte´gration de Runge Kutta explicite du quatrie`me ordre. La solution
obtenue est montre´e sur la figure 4.35 et compare´e a` la solution obtenue par e´le´ments finis
(ici, nous avons utilise´ une de´rive´e de´centre´e pour e´valuer le gradient de pression en sortie,
ce qui explique les oscillations).
Il est assez inte´ressant de voir que le phe´nome`ne de de´calage de la solution vers l’amont
est aussi pre´sent dans l’algorithme de Runge Kutta explicite du quatrie`me ordre. En effet,
cet algorithme repose sur le fait que la direction de l’e´coulement est connue et toutes les
de´rive´es sont discre´tise´es de manie`re explicite (donc de´centre´es en amont). La figure 4.36
montre les solutions obtenues par l’algorithme de Runge Kutta pour diffe´rentes valeurs du
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Fig. 4.35: Solution stationnaire obte-
nue par Runge Kutta et par
e´le´ments finis.































2:  55 pas
3:  19 pas
Fig. 4.36: Solutions obtenues par
Runge Kutta pour diffe´rents
pas spatiaux.
pas spatial. Plus le pas est grand, plus le de´calage vers l’amont est important. Remarquons
e´galement que la de´nomination “sche´ma du quatrie`me ordre” n’implique pas une solution
pre´cise. En effet, pour un nombre de pas spatiaux e´quivalent (19 pas), la solution EF avec
un peu d’upwind (α = 0.5), est plus proche de la solution exacte, bien qu’e´tant du premier
ordre, a` cause de l’upwind).




























Fig. 4.37: Solution obtenue si la de´rive´e
de la pression est mal calcu-
le´e en sortie.

































Fig. 4.38: Evolution de l’e´paisseur de
film au noeud 5 pour deux
valeurs du coefficient d’up-
wind.
La figure 4.37 montre les solutions obtenues pour α = 0 et α = 2 si la de´rive´e de
la pression est calcule´e par un sche´ma de´centre´. Enfin, la figure 4.38 montre l’e´volution
temporelle de l’e´paisseur de film de lubrifiant en un noeud lors de la re´solution par e´le´ments
finis pour ces deux meˆmes parame`tres de de´centrage. On constate que la solution sans
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de´centrage oscille le´ge`rement avant d’atteindre sa valeur stationnaire, contrairement au
cas ou` un de´centrage est utilise´.
4.9 Couplage fluide-structure
Le couplage entre le lubrifiant est le corps de´formable en contact peut s’envisager de
deux manie`res diffe´rentes :
La premie`re me´thode est celle pre´sente´e notamment par Liu [15]. Elle consiste a` de´-
coupler les deux proble`mes (e´quilibre du corps de´formable et e´coulement du fluide. Pour
chaque pas de temps, l’e´quilibre du solide est re´solu comme s’il n’y avait pas de frottement.
Graˆce a` cette configuration e´quilibre´e, on peut calculer une e´paisseur de film de lubrifiant
dans les zones de contact et des forces de frottement. On recommence alors le pas de temps
avec ces nouvelles forces de frottement et ainsi de suite jusqu’a` ce qu’un certain crite`re soit
satisfait (convergence du profil des e´paisseurs de lubrifiant, convergence des forces de frot-
tement, ...). Lorsque c’est le cas, on passe au pas de temps suivant avec, comme estimations
initiales des forces de frottement, les forces trouve´es a` la fin du pas de temps pre´ce´dent.
Il est possible e´galement, comme le fait Martinet [30], de calculer un coefficient de
frottement local en chaque noeud apre`s chaque pas de temps et de recommencer le pas de
temps avec ces nouveaux coefficient de frottement. Dans ce dernier cas, le frottement est
calcule´ par une me´thode classique pouvant ge´rer une loi de Coulomb (pe´nalite´, me´thode
de Lemke, multiplicateurs de Lagrange).
Cette dernie`re me´thode est attrayante du point de vue de la programmation. En effet,
le code de calcul reste le meˆme et il suffit d’inclure l’algorithme de calcul des forces externes
dans la gestion de l’e´quilibre et faire un test pour voir s’il faut recommencer le pas de temps
ou non.
Cependant, cette me´thode entraˆıne ine´vitablement un nombre d’ite´rations important vu
que chaque pas de temps doit eˆtre calcule´ plusieurs fois. Cette me´thode e´tant e´quivalente
a` un algorithme de point fixe, nous ne pouvons pas nous attendre a` une convergence
quadratique vers la solution. De plus, il faut mettre au point une de´tection et une gestion
des divergences. En effet, que faut-il faire si la solution n’est pas atteinte apre`s un grand
nombre d’ite´rations ? Diviser le pas de temps serait peut-eˆtre une bonne ide´e.
Vu ces inconve´nients, nous nous sommes tourne´s vers une troisie`me me´thode de re´so-
lution qui consiste a` garder le couplage entre les e´quations du fluide et du solide lors de la
re´solution. Les autres me´thodes ne sont pas abandonne´es de´finitivement. Nous projetons
de l’imple´menter dans METAFOR dans la suite de ce travail pour pouvoir comparer les re´-
sultats et de´couvrir peut-eˆtre des avantages qui nous auraient e´chappe´ dans notre premie`re
analyse.
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La troisie`me me´thode de re´solution permet de re´soudre les e´quations gouvernant le
mouvement du solide et l’e´quation de Reynolds simultane´ment. Autrement dit, a` la fin
d’un pas de temps donne´ qui a converge´, toutes les e´quations sont re´solues a` la tole´rance
fixe´e par l’utilisateur.
Pour ce faire, nous gardons le meˆme sche´ma de re´solution que celui de METAFOR
sans la prise en compte du lubrifiant et nous faisons appel a` l’algorithme de calcul des
forces externes chaque fois que c’est ne´cessaire. Vu que les e´paisseurs de film de lubrifiant
n’influencent que les forces de frottement aux noeuds en contact, et que ces e´paisseurs
sont calculables en connaissant uniquement les positions et les de´placements des noeuds
en contact, il n’est pas ne´cessaire d’inclure les e´paisseurs de lubrifiant directement dans
le syste`me comme de nouvelles inconnues du proble`me. Ces e´paisseurs sont calcule´es a
posteriori. Ne´anmoins, toute perturbation d’un noeud en contact va engendrer une modifi-
cation de l’e´coulement de lubrifiant. Ceci va se re´percuter sur les forces de frottement. Lors
des ite´rations de Newton-Raphson pour l’e´quilibre du solide, l’influence et le couplage du
lubrifiant se fera donc par l’interme´diaire de la matrice de raideur tangente du syste`me.
Un organigramme simplifie´ de l’algorithme de re´solution est pre´sente´ a` la figure 4.39.
Sur cet organigramme, on constate qu’un ou plusieurs calculs des forces externes sont
ne´cessaires lors de la ve´rification de l’e´quilibre et lors du calcul de la matrice de raideur
tangente du syste`me fluide-structure.
Pour la ve´rification de l’e´quilibre, l’algorithme utilise´ est exactement celui de´crit dans
la section pre´ce´dente. Par contre, lors du calcul de la matrice de raideur, quelques modifi-
cations doivent eˆtre apporte´es. En pratique, un indicateur permet de distinguer ces deux
situations, ce qui permet d’utiliser les meˆmes routines dans les deux cas.
Le calcul de la matrice de raideur tangente relative aux e´le´ments de lubrification se fait
par perturbations nume´riques (il est en effet difficile d’imaginer une de´rivation analytique
vu les formules mises en jeu et ce, meˆme dans le cas de surfaces lisses).
L’algorithme de calcul des forces externes est appele´ quatre fois par noeud de contact.
Ces quatre appels correspondent a` des perturbations positives et ne´gatives selon les axes
x et y. Lors de chacun de ces appels, la force normale au noeud perturbe´ est recalcule´e
et la re´solution de l’e´quation de Reynolds est effectue´e comme de´crit pre´ce´demment. Les
forces de frottement sont ensuite calcule´es et ajoute´es ou soustraites au vecteur des forces
externes perturbe´es, suivant qu’il s’agit d’une perturbation positive ou ne´gative.
Remarquons qu’il est ne´cessaire de calculer un vecteur de forces perturbe´es e´galement
pour les premiers noeuds en dehors de la zone de contact. En effet, la position de ceux-ci
influence grandement la valeur de la condition aux limites dans le cas d’une zone d’entre´e
(par l’interme´diaire de l’angle d’entre´e α).
Apre`s chaque ensemble de perturbations positives et ne´gatives, le vecteur contenant la
diffe´rence des forces de contact est divise´ par deux fois la perturbation et directement as-
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Approx de la géométrie
BOUCLE TEMPORELLE
Equilibre ?
t = t fin ?
t = 0
t = t + Dt
ALE ?
Remaillage











Fig. 4.39: Algorithme de couplage fluide-structure.
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semble´ dans la matrice de raideur. Des routines spe´ciales d’assemblage et de pre´-assemblage
(pour le pre´-traitement et l’allocation de me´moire) d’un vecteur dans la matrice de raideur
ont duˆ eˆtre mises au point dans ce but. Il serait bien suˆr ridicule de vouloir stocker la
matrice de raideur comple`te des e´le´ments de lubrification vu sa taille.
La matrice de raideur peut eˆtre assemble´e au format SKYLINE [36, 2] dans le cas d’une
re´solution par solveur direct (de´composition LU et substitution avant-arrie`re) et au format
CSR (Compressed Sparse Row – format morse) dans le cas d’une re´solution par solveur
ite´ratif (GMRES, BiCGSTAB, ...).
Pour re´soudre le syste`me d’e´quations forme´ par la matrice de raideur tangente et le
re´sidu d’e´quilibre a` chaque ite´ration, nous verrons, dans les exemples nume´riques (section
5.2.11), que le solveur ite´ratif [2, 4] est bien adapte´ et peut donner de meilleurs re´sultats
que le traditionnel solveur direct aussi bien au point de vue de la me´moire utilise´e que du
temps de calcul. C’est assez facile a` comprendre quand on se rappelle que le solveur ite´ratif
permet de ne stocker que les termes non nuls dans la matrice de raideur, contrairement
au format SKYLINE, utilise´ pour le solveur direct. Le nombre de ze´ros stocke´s par cette
dernie`re me´thode sous la “ligne de ciel” est d’autant plus grand que la largeur de bande
est grande. Pour le proble`me de lubrification qui nous concerne, on peut facilement se
rendre compte que la largeur de bande est bien plus grande que dans le cas d’une loi de
frottement classique de type Coulomb. La figure 4.40 montre les noeuds couple´s dans le
cas de l’algorithme de lubrification pre´sente´ et dans le cas d’une loi de Coulomb. Si on veut
renume´roter les noeuds de manie`re optimale pour re´duire dans les deux cas la largeur de
bande, on constate qu’il faut nume´roter les noeuds verticalement pour la loi de Coulomb et
horizontalement pour le contact lubrifie´. En conse´quence, la diffe´rence entre deux nume´ros
de noeuds couple´s, image de la largeur de bande, sera toujours plus e´leve´e dans le cas des
e´le´ments finis de lubrification.
Deux remarques doivent cependant eˆtre formule´es a` ce stade :
• Le couplage entre les noeuds de contact existe uniquement s’ils sont en contact.
On aura donc une grande largeur de bande pour de grandes zones de contact et,
inversement, s’il n’y a pas de noeud en contact, le couplage est identique a` celui
observe´ pour une loi de Coulomb. Ceci est vrai en the´orie mais pas en pratique. En
effet, dans METAFOR, la largeur de bande est calcule´e une fois pour toute au de´but
du calcul mis a` part pour le contact entre deux corps de´formables ou` elle est mise
a` jour lors d’un nouveau contact. Si on n’effectue pas une mise a` jour semblable a`
celle effectue´e dans ce dernier cas, la largeur de bande conside´re´e pendant tout le
calcul est la largeur de bande maximale (calcule´e comme si tous les noeuds e´taient
en contact). Il faudra donc dans la suite de ce travail effectuer une mise a` jour de la
ligne de ciel si ne´cessaire. Cela se re´percutera ine´vitablement sur le temps de calcul
et la me´moire utilise´e.
• Aucune e´tude n’a encore e´te´ effectue´e sur l’importance relative des termes de la ma-
trice de raideur relative au contact. Il est probable que l’influence mutuelle de noeuds
assez e´loigne´s soit faible par rapport a` celle entre des noeuds voisins. Pour l’instant,
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loi de Coulomb classique
couplage lubrifiant - solide
Fig. 4.40: Noeuds couple´s (contact lubrifie´s ou loi de Coulomb).
nous n’avons ne´glige´ aucun terme dans le calcul de cette matrice. Ne´anmoins, une
telle e´tude devra impe´rativement eˆtre mene´e puisqu’elle pourrait re´duire conside´ra-
blement la largeur de bande, et faciliter de la sorte la re´solution du syste`me.
Lorsque ces deux remarques auront e´te´ prises en conside´ration, nous pourront voir si le
solveur ite´ratif est vraiment inte´ressant pour ce type de proble`me. Graˆce au solveur ite´ratif,
nous avons pu pour l’instant laisser en suspens ce proble`me de grande largeur de bande et
obtenir des re´sultats de manie`re simple et rapide.
Avec notre algorithme, nous aimerions pouvoir traiter aussi bien des proble`mes lagran-
giens (ou` le maillage est fixe´ a` la matie`re) et des proble`mes eule´riens-lagrangiens (proble`me
ALE ou` le maillage se de´place inde´pendamment de la matie`re). Pour rappel, un proble`me
ALE est re´solu par la me´thode de l’operator splitting dans METAFOR : chaque pas de
temps est divise´ en deux phases distinctes. La premie`re est purement lagrangienne. Lorsque
l’e´quilibre est atteint, on effectue une phase de remaillage et de convection des grandeurs
aux points de Gauss (deuxie`me phase).
Pour un proble`me lagrangien, nous sommes certains que l’e´quilibre du solide et l’e´qua-
tion de Reynolds sont re´solus avec une grande pre´cision. Il n’en n’est pas de meˆme pour un
calcul eule´rien-lagrangien. En effet, nous savons qu’apre`s la phase de remaillage du solide,
une e´tape de convection est ne´cessaire pour transfe´rer les informations stocke´es aux points
de Gauss de chaque e´le´ment (contraintes et variables internes du mate´riau principalement).
Cette e´tape de convection (par volumes finis ou SUPG) faisait l’objet d’une grande partie
de notre rapport F.R.I.A. de premie`re anne´e [3]. Lorsque les grandeurs sont transfe´re´es de
l’ancien maillage vers le nouveau, l’e´quilibre est ge´ne´ralement le´ge`rement de´te´riore´. Pour
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ve´rifier cet e´quilibre, il est ne´cessaire de recalculer les forces de contact agissant sur la ma-
tie`re et agissant sur les nouveaux e´le´ments de lubrification (noeuds du nouveau maillage en
contact). De plus, le film de lubrifiant apre`s remaillage doit eˆtre recalcule´ puisqu’il servira
de point de de´part au calcul des e´paisseurs de film au pas de temps suivant.
Pour ce faire, deux me´thodes sont envisageables :
• On pourrait transfe´rer le profil de lubrifiant obtenu a` la fin du pas lagrangien de
l’ancien maillage vers le nouveau a` l’aide d’une me´thode de convection similaire a`
celles utilise´es pour le transfert des donne´es. Une fois le film de lubrifiant rede´fini sur
les noeuds en contact du nouveau maillage, on peut alors recalculer le cisaillement
fluide en chaque noeud. Cette me´thode paraˆıt cependant peu pre´cise. En effet, on
a le meˆme proble`me que celui rencontre´ pour le solide et de´crit pre´ce´demment :
l’e´quation d’e´quilibre (Reynolds pour le fluide) n’est plus parfaitement satisfaite apre`s
convection de la solution. A la fin du pas de temps, on a aucun controˆle sur la pre´cision
de la solution. Nous abandonnons donc de´finitivement cette me´thode.
• La le´ge`re de´gradation de la solution pour le solide apre`s remaillage est ine´vitable. Il
n’en n’est pas de meˆme pour le lubrifiant. En effet, nous avons choisi de recalculer
l’e´paisseur du film de lubrifiant apre`s remaillage sans tenir compte du film obtenu
a` la fin de la phase lagrangienne. Aucune convection est ne´cessaire et l’e´quation de
Reynolds est re´solue a` la pre´cision demande´e par l’utilisateur. Cette me´thode ne
peut donner des bons re´sultats que dans le cas ou` la ge´ome´trie (principalement les
lignes brise´es de´finissant les zones d’entre´e) n’a pas e´te´ trop alte´re´e par l’ope´ration
de remaillage. Un seul proble`me existe : que faire si l’algorithme de calcul des forces
externes de contact ne converge pas sur le nouveau maillage. Pour l’instant, aucune
mesure n’est prise pour ve´rifier cette convergence et la solution est suppose´e correcte.
Il faudra certainement, dans l’avenir, mettre en place un syste`me de division de pas
de temps pour ge´rer correctement ce proble`me.
4.10 Conclusions et perspectives
Cette section termine le chapitre consacre´ a` la description the´orique de l’algorithme
de re´solution de l’e´quation de Reynolds par e´le´ments finis dans le cadre de processus de
formage des mate´riaux. Il reste bien entendu beaucoup de choses a` inclure dans le mode`le
pour pouvoir simuler efficacement et correctement un processus industriel complet. Nous
re´sumons ici les perspectives de travail que nous avons e´voque´es dans ce chapitre.
• Une e´tude de´taille´e du sche´ma d’inte´gration temporel utilise´ pour le lubrifiant pour-
rait montrer les faiblesses de la me´thode utilise´e jusqu’a` pre´sent. L’utilisation d’autres
sche´mas tels que le point milieu ge´ne´ralise´ permettrait une mise a` jour soit explicite,
soit implicite (du premier ou second ordre). Dans le cas d’un sche´ma explicite (qui
ne´cessite des pas de temps assez petits pour eˆtre stable), on pourrait effectuer plu-
sieurs pas de temps pour la re´solution de l’e´quation de Reynolds pendant chaque pas
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de temps utilise´ pour l’e´quilibre du solide en contact.
• Une analyse et meilleure gestion de la matrice de raideur des e´le´ments finis de lubri-
fication pour optimiser la me´moire et le temps de calcul.
• Une e´tude de´taille´e des conditions initiales a` imposer lors d’une entre´e en contact.
En particulier, il faudrait utiliser une formule faisant intervenir la vitesse d’impact
des deux surfaces.
• L’extension du mode`le au cas axisyme´trique pour pouvoir traiter des proble`mes d’em-
boutissages sphe´riques. Les e´quations a` re´soudre devront eˆtre modifie´es et les condi-
tions limites adapte´es en conse´quence.
• Essayer d’autres me´thodes de calcul de l’e´paisseur de lubrifiant dans la zone d’entre´e.
Il serait inte´ressant d’utiliser d’autres approximations que l’approximation line´aire
pour la ge´ome´trie d’entre´e.
• La mise au point d’une me´thode de´couple´e pour la re´solution des e´quations re´gissant
le mouvement du fluide et du solide. Il serait inte´ressant de voir si une telle me´thode
n’est pas plus rapide pour des petits proble`mes que la me´thode propose´e ici.
• L’introduction des effets thermiques permettrait d’ame´liorer le mode`le. Pour ce faire,
une e´quation de bilan thermique pour le lubrifiant doit eˆtre mise au point et re´solue.
• Enfin, le point le plus important sera l’introduction d’une loi d’e´crasement d’aspe´rite´
pour traiter le re´gime mixte. Il faudra voir si la transition du re´gime hydrodynamique
au re´gime mixte ne ne´cessite pas des techniques nume´riques particulie`res pour passer
d’une manie`re continue d’un re´gime a` l’autre.
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Apre`s avoir explique´ en de´tails la me´thode de re´solution de l’e´quation de Reynolds
par e´le´ments finis et l’algorithme de couplage fluide-structure mis au point au cours de
cette deuxie`me anne´e de bouse F.R.I.A. (chapitre 4), nous allons montrer dans ce chapitre
l’efficacite´ et les faiblesses de cet algorithme sur diffe´rentes simulations.
La simulation pre´sente´e est un laminage d’une toˆle mince d’acier. Celle-ci a e´te´ choisie
principalement parce qu’il existe des re´sultats nume´riques publie´s par Liu [15]. Nous utili-
serons ce cas test pour e´tudier le roˆle de tous les parame`tres pouvant influencer la solution
obtenue.
5.2 Simulation d’un laminage d’une toˆle d’acier
5.2.1 Pre´sentation du cas-test
Le processus de formage e´tudie´ est un cas de laminage d’une toˆle d’acier de 1 mm
d’e´paisseur. La toˆle voit son e´paisseur se re´duire de 10 % lors de son passage entre les
cylindres. Ceux-ci sont suppose´s rigides.
La simulation est effectue´e en formalisme Arbitraire Lagrangien Eule´rien. Celle-ci per-
met de mailler uniquement la petite portion de la toˆle situe´e entre les deux cylindres
de laminage. Le maillage est eule´rien (fixe´ dans l’espace) selon la direction de laminage et
lagrangien (fixe´ a` la matie`re) dans la direction perpendiculaire. Ceci permet une de´termina-
tion automatique de la surface libre de la toˆle en sortie d’emprise. Comme toute simulation
A.L.E., chaque pas de temps s’effectue en deux e´tapes distinctes : une e´tape lagrangienne
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Rayon des cylindres R = 50 mm
Demi-e´paisseur initiale de la bande t0 = 0.50 mm
Demi-e´paisseur finale de la bande t1 = 0.45 mm
Rugosite´ RMS de la toˆle Rq1 = 1.0 µm
Rugosite´ RMS des cylindres Rq2 = 0.2 µm
Module d’Young E = 200 GPa
Coefficient de Poisson ν = 0.3
Loi d’e´crouissage σY = 313.79(1 + 0.052 ε¯
p)0.295
Viscosite´ du lubrifiant a` p0 η0 = 0.434 Pa.s
Facteur de pression de la viscosite´ (Barus) γ = 2 10−8 Pa−1
Vitesse de laminage V = 100 m/min
Contre-traction sigma1 = 120 MPa
Traction sigma2 = 120 MPa
Tab. 5.1: Parame`tres de la simulation et proprie´te´s mate´rielles.
classique suivie d’une e´tape de remaillage et de convection des donne´es stocke´es aux points
de Gauss de chaque e´le´ment fini. Nous utilisons l’algorithme de convection par volumes
finis de´veloppe´ lors de la premie`re anne´e de bourse F.R.I.A. [3, 5] et un facteur d’upwind
unitaire. Au cours du calcul, la matie`re traverse le maillage.
Cette simulation est tire´e d’une publication de Liu [15] illustrant son imple´mentation
de l’algorithme de re´solution de l’e´quation de Reynolds par e´le´ments finis. Puisque la
me´thode pre´sente´e dans ce travail est fortement similaire a` la sienne, nous devons obtenir
des re´sultats semblables.
La me´thode de re´solution de Liu est le´ge`rement diffe´rente que la noˆtre : dans son cas,
l’e´quation de Reynolds stationnaire (2.56) est re´solue a` chaque pas de temps, meˆme lorsque
les phe´nome`nes transitoires sont importants, si bien que l’e´volution temporelle du film de
lubrifiant n’est pas physique. Dans notre cas, l’e´volution du film de lubrifiant suit l’e´quation
de Reynolds comple`te (2.40). Ceci est duˆ a` notre souci d’avoir un algorithme ge´ne´ral qui
peut eˆtre applique´ pour tous les processus de formage imaginables.
Les parame`tres du processus e´tudie´ se trouve dans le tableau 5.1. L’application des
traction et contre-traction n’est pas e´vidente a priori. En effet, elle ne´cessite de modifier
le´ge`rement notre algorithme de convection des grandeurs aux points de Gauss. Jusqu’a`
pre´sent, nous avions traite´ uniquement des proble`mes me´caniques ou` les grandeurs e´taient
nulles en dehors du maillage. Dans le cas d’une contre-traction (la traction ne pose pas
de proble`me vu qu’elle s’applique sur les noeuds ou` la matie`re quitte le maillage ALE),
il faut appliquer des conditions aux limites diffe´rentes pour la composante horizontale du
tenseur des contraintes de Cauchy (σxx) et les autres valeurs. En pratique, cela ne pose pas
de proble`me. Il faudra cependant, dans le futur, permettre l’introduction de telles donne´es
via le programme de pre´-traitement (pour l’instant, une version spe´ciale du programme a
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duˆ eˆtre compile´e se´pare´ment pour re´soudre ce proble`me particulier).
Du point de vue des parame`tres utilise´s, il existe une diffe´rence entre le proble`me
re´solu par Liu et le noˆtre. Cette diffe´rence vient de l’hypothe`se faite sur les cylindres de
laminage : Liu conside`re qu’ils ont e´lastiques et nous conside´rons qu’ils sont rigides. Nous
n’avons pas encore teste´ notre algorithme de lubrification dans le cas de contact entre deux
corps de´formables parce que nous pensons que la me´thode utilise´e n’est pas directement
ge´ne´ralisable (sans quelques modifications des routines) a` ce type de contact. Les proble`mes
rencontre´s seront les suivants :
• Il n’y a plus une seule se´rie de noeuds de contact par zone de contact : chaque
surface posse`de ses propres noeuds et deux proble`mes de lubrification e´le´ments finis
peuvent eˆtre re´solus se´pare´ment. Il serait tre`s e´tonnant que la solution obtenue sur
une surface soit parfaitement identique a` celle obtenue en conside´rant l’autre surface.
Ceci ne serait possible uniquement si les noeuds en vis-a`-vis co¨ıncidaient exactement,
ce qui n’arrive jamais en pratique, ne serait-ce qu’a` cause de la me´thode de la pe´nalite´
et les pe´ne´trations ine´vitables dues a` cette me´thode.
• Les diffe´rences entre les solutions obtenues sur chaque surface seront dues e´galement
aux approximations ge´ome´triques des deux surfaces. Dans le cas d’un cylindre lisse,
la ge´ome´trie d’une des deux surfaces est exacte. Seule la surface de la toˆle est ap-
proxime´e. Nous verrons que, meˆme dans ce cas, on observe des proble`mes dus a` cette
approximation. Les proble`mes de convergence risquent d’eˆtre bien plus importants si
les deux surfaces sont approxime´es par des lignes brise´es.
• La de´finition de la pression locale pose un proble`me. En effet, si les mailles des
deux surfaces en contact sont de tailles diffe´rentes, les champs de pression calcule´s
comportent des oscillations dues aux approximations ge´ome´triques des deux surfaces.
De plus, a` moins que les premiers et derniers noeuds de contact de chaque surface
co¨ıncident avec leur vis-a`-vis, on observe obligatoirement des pressions non nulles sur
des noeuds qui ne sont pas en contact.
Liu contourne ces difficulte´s en utilisant une autre formulation pour le cylindre : la
surface du cylindre est discre´tise´e en e´le´ments frontie`res (voir figure 5.1) et les forces de
contact permettent de calculer la de´formation du cylindre. La de´termination de la de´for-
mation du cylindre se fait apre`s chaque pas de temps. Ceux-ci doivent eˆtre recommence´
avec la ge´ome´trie du cylindre de´forme´ jusqu’a` convergence de la ge´ome´trie.
Une telle matrice de contact pourrait eˆtre mise au point dans METAFOR sans trop
de proble`mes mais cela ne´cessiterait un temps non ne´gligeable de de´veloppement que nous
pre´fe´rons consacrer a` l’ame´lioration du mode`le de lubrification lui-meˆme.
La toˆle posse`de une loi d’e´crouissage isotrope non line´aire. La viscosite´ du lubrifiant
suit une loi de Barus. Nous verrons que c’est a` cette de´pendance de la viscosite´ vis-a`-vis
de la pression qui permet d’obtenir un frottement suffisant pour entraˆıner la toˆle.
Le maillage utilise´ est repre´sente´ sur la figure 5.2. On utilise 80 e´le´ments Q4P0 selon
la direction de laminage et 6 selon la direction perpendiculaire. La longueur de la zone
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Fig. 5.1: Discre´tisation par e´le´ments aux frontie`res de la surface du cylindre.
Fig. 5.2: Ge´ome´trie de la simulation et maillage utilise´.
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discre´tise´e est de 8 mm. Ceci paraˆıt raisonnable puisqu’une premie`re approximation de la
zone de contact fournit :
x =
√








= 0.236 mm (5.1)
ou` r est la re´duction impose´e a` la toˆle. Ce re´sultat correspond a` un angle de contact de
2.56 degre´s.
Vu la syme´trie du proble`me, seule la moitie´ de celui-ci est discre´tise´.
L’e´tat stationnaire est atteint de la manie`re suivante :
• Dans une premie`re partie du calcul, le cylindre e´crase la toˆle pour obtenir la re´duction
de´sire´e. Cette phase doit eˆtre assez rapide pour que le lubrifiant ne s’e´chappe pas
comple`tement de la zone de contact. On impose de´ja` a` ce stade une vitesse de rotation
constante au cylindre, ce qui permet d’observer un entraˆınement de lubrifiant dans
l’emprise et donc une diminution du risque de rupture de film de lubrifiant. A un
certain moment, lors de cet e´crasement, la toˆle commence a` avancer dans l’emprise.
Pendant toute cette premie`re phase, les forces de traction et contre-traction sont
progressivement applique´es (leur amplitude variant line´airement avec le temps).
• Lorsque la re´duction voulue est atteinte, le cylindre arreˆte de descendre mais continue
a` tourner. Si, a` ce stade, la toˆle n’a pas commence´ a` avancer dans la direction du
laminage, le frottement est insuffisant pour laminer la toˆle. Si la toˆle est entraˆıne´e
par le cylindre, il suffit alors d’attendre que l’e´paisseur de lubrifiant se stabilise dans
l’emprise pour obtenir la solution du re´gime e´tabli.
Pour la prise en compte de la rugosite´, l’e´quation de Reynolds moyenne est utilise´e avec
les facteurs de correction de Tripp. La rugosite´ RMS de la toˆle est 5 fois plus grande que
celle du cylindre. On suppose une rugosite´ isotrope pour les deux surfaces.
5.2.2 Re´sultats obtenus
Dans cette section, nous de´crivons l’e´volution des variables pour les valeurs des pa-
rame`tres du tableau 5.1. Les parame`tres nume´riques regroupe´s dans le tableau 5.2 sont
e´galement utilise´s pour obtenir la convergence.
Les graphiques qui vont suivre font re´fe´rence a` diffe´rents instants du calcul que nous
avons nomme´s de t1 a` t6. Les valeurs de ces temps ainsi que la rotation correspondante sont
regroupe´s dans le tableau 5.3. Dans la suite, nous repe´rerons les noeuds de contact graˆce
a` “l’angle de contact”. Il s’agit de l’angle forme´ par la verticale joignant les deux axes des
cylindres et une droite reliant le centre du cylindre sur lequel le noeud en question est en
contact et le noeud lui-meˆme. Cet angle est e´quivalent a` une coordonne´e spatiale et nous
le noterons θ (voir figure 5.3).
Les figures 5.4 et 5.5 repre´sentent l’e´paisseur de film de lubrifiant au cours du temps
jusqu’a` l’obtention du re´gime e´tabli. Lors des premiers pas de temps (temps t1), la zone de
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
118 CHAPITRE 5. Applications nume´riques
Pre´cision N.-R. (lubrifiant) TOLl = 10
−8 mm−3 s−1
Pre´cision N.-R. (toˆle) TOLt = 10
−4
Coefficient de pe´nalite´ normale pN = 10
5 N/mm
Coefficient d’upwind (lubrifiant) αl = 0.5
Coefficient d’upwind (toˆle) αl = 1.0
Temps d’e´crasement (1ere phase) tecr = 10
−3 s
Epaisseur initiale de lubrifiant hinit = 3 µm
Pas de temps max (1ere phase) ∆ t1 = 10
−6 s
Pas de temps max (2eme phase) ∆ t2 = 2 10
−6 s




Fig. 5.3: De´finition de l’angle de contact.
t1 t2 t3 t4 t5 t6
temps [10−3 s] 0.05 0.40 1.00 1.38 1.88 2.88
rotation [degre´s] 0.097 0.764 1.910 2.644 3.600 5.498
Tab. 5.3: Temps utilise´s pour la visualisation des re´sultats.
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contact est petite et l’e´paisseur du film de lubrifiant est proche de sa valeur initiale impose´e
(3 µm). Le profil de lubrifiant n’est pas syme´trique puisque le cylindre est de´ja` en rotation.
Lors des pas de temps suivants, la zone de contact s’e´largit pour atteindre sa taille maximale
en t3. Entre t = 0 et t = t3, l’e´paisseur d’entre´e augmente puis diminue. Cette diminution
est due a` l’augmentation de pression et a` l’augmentation de l’angle d’entre´e. A un certain
moment de cette premie`re phase, le frottement est suffisamment important pour entraˆıner
la toˆle dans l’emprise et le laminage peut commencer. A partir de ce moment pre´cis, l’aire
de contact se de´place progressivement en amont. En effet, d’une part, la toˆle continue a`
eˆtre e´crase´e jusqu’a` t = t3 et en conse´quence, l’aire de contact augmente ; d’autre part, la
toˆle est entraˆıne´e par le cylindre et donc l’e´paisseur de la toˆle se re´duit en sortie d’emprise.
Lorsque t = t3, seul ce dernier phe´nome`ne existe puisqu’il n’y a plus d’e´crasement. La zone
d’entre´e reste fixe dans l’espace (a` sa valeur de t = t3) et la zone de sortie se de´place vers
le minimum du cylindre jusqu’a` sa position d’e´quilibre en fonction du retour e´lastique (s’il
n’y avait pas de retour e´lastique, la position de la zone de sortie serait exactement sur la
droite reliant les axes des deux cylindres, vu que ceux-ci sont parfaitement rigides).
Pendant la deuxie`me phase, l’e´paisseur de lubrifiant a` l’entre´e de l’emprise se stabilise
et se propage dans l’emprise. Dans cette e´tape, la convection du lubrifiant joue un roˆle
majeur. En t = t6, le re´gime stationnaire est atteint : le profil de lubrifiant est constant
dans le temps.































Fig. 5.4: Epaisseurs de film lors de
l’e´crasement.































Fig. 5.5: Epaisseurs de film conver-
geant vers la solution station-
naire.
Les figures 5.6 et 5.7 montrent les meˆmes instants pour le profil de pression. Lors de la
premie`re phase (figure 5.6), la pression croˆıt de la zone de contact s’e´largit. Les profils de
pression ne sont pas syme´triques pour la meˆme raison que l’e´paisseur du lubrifiant. Lors
de la deuxie`me phase du calcul, la pression et la zone de contact diminuent. Cela implique
donc une diminution de la force re´sultante verticale applique´e sur le cylindre. Nous verrons
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que ceci est duˆ a` la diminution du frottement dans cette phase. En effet, la premie`re phase
ne´cessite une grande vitesse d’e´crasement pour que le film de lubrifiant ne se brise pas (si on
e´crase trop lentement, tout le lubrifiant sort de l’emprise et le contact n’est plus lubrifie´).
Cette grande vitesse provoque des grandes vitesses de cisaillement et, en conse´quence, un
frottement tre`s e´leve´, plus important que celui obtenu apre`s cette phase d’e´crasement, lors
du laminage proprement dit. Puisque, en laminage, la pression est d’autant plus grande
que le cisaillement est important, la pression diminue au de´but de la deuxie`me phase et
atteint progressivement les valeurs stationnaires.

























Fig. 5.6: Pressions lors de l’e´crasement.



























Fig. 5.7: Pressions convergeant vers la
solution stationnaire.
Les figures 5.8 et 5.9 montrent l’e´volution du cisaillement. Comme nous venons de
le signaler, le cisaillement obtenu lors de la premie`re phase est tre`s grand vu la grande
vitesse de compression utilise´e. Remarquons ici que le point neutre (cisaillement nul) est
situe´ exactement sur la verticale reliant les axes des cylindres (θ = 0). Cela signifie que le
frottement n’est pas encore suffisant pour entraˆıner la toˆle dans l’emprise. Par contre, nous
voyons que ce n’est plus le cas pour t = t3 ou` le point neutre s’est de´place´ en amont. Le
de´but de l’entraˆınement est donc situe´ entre t = t2 et t = t3. Lors de la deuxie`me phase, le
cisaillement diminue fortement. Cependant, le point neutre reste dans l’emprise.
La figure 5.10 montre l’e´volution de la pression d’entre´e au cours du temps. On constate
que la pression d’entre´e est mal de´finie (fortes oscillations) lors de la premie`re phase du
calcul. C’est assez facile a` comprendre : la zone de contact est constitue´e d’une se´rie de
noeuds en contact pour lesquels on peut de´terminer une pression en fonction de la force
de contact trouve´e par la re´solution de l’e´quilibre de la toˆle. Plus le maillage sera fin, plus
la pression obtenue sera proche de la re´alite´. En particulier, la pression obtenue pour le
premier noeud en contact sera d’autant plus faible que le maillage est raffine´. En effet,
physiquement, la pression varie continuˆment dans l’entre´e de l’emprise entre une valeur
nulle a` l’exte´rieur et une valeur e´leve´e dans l’emprise. La valeur de la pression au premier
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Fig. 5.8: Cisaillement lors de l’e´crase-
ment.

























Fig. 5.9: Cisaillement convergeant vers
la solution stationnaire.
noeud de´pend donc principalement du maillage a` l’instant conside´re´. Si, comme ici, on
e´tudie un proble`me transitoire, la valeur de la pression au premier noeud peut valoir a peu
pre`s n’importe quelle valeur entre sa valeur hors de l’emprise (c’est-a`-dire 0) et sa valeur
dans l’emprise (de l’ordre de la contrainte d’e´coulement).
Ceci pose un tre`s gros proble`me que nous essayerons de re´soudre dans la suite. Un
commencement de re´ponse est le suivant : il faut se rappeler que l’on a besoin de cette
valeur de pression uniquement pour de´duire les conditions aux limites. Or, pour e´tablir
les formules a` re´soudre pour obtenir la valeur des conditions aux limites (section 4.5.2),
on a fait l’hypothe`se que le gradient de pression est nul en entre´e. Ces formules sont donc
valables uniquement si le gradient de pression est nul au premier noeud, c’est-a`-dire si la
pression au premier noeud est de l’ordre de celle observe´es dans l’emprise.
On pourrait donc essayer de re´soudre le proble`me de deux manie`res diffe´rentes :
• La premie`re me´thode consisterait a` formuler une e´quation fournissant les conditions
aux limites sans faire l’hypothe`se d’un gradient de pression nul en entre´e. Le gradient
serait alors calcule´ par diffe´rence finie (centre´e ou non). Cependant, une telle ge´ne´-
ralisation ne peut qu’alourdir les formules de´ja` tre`s complexes. De plus, le travail de
Martinet [30] montre que la prise en compte des gradients de pression fournit dans
le plus simple cas (surfaces lisses) une e´quation du second degre´ qui ne peut pas
toujours eˆtre re´solue.
• Une seconde me´thode serait de reprendre les meˆmes formules en utilisant une autre
valeur que la valeur de la pression au premier noeud. Vu que la formulation est cor-
recte pour un gradient de pression nul, il “suffit” de trouver, dans l’emprise, l’endroit
ou` le gradient de pression s’annule et utiliser la pression calcule´e a` cet endroit (en
espe´rant que l’endroit trouve´ soit proche du premier noeud). Il faudra cependant lais-
ser tomber les termes de pressions de l’e´quations de Reynolds dans la zone comprise
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entre le premier noeud et le noeud posse´dant un gradient de pression nul puisqu’il
sont de´ja` pris en compte dans l’expression des conditions aux limites.
Malgre´ ce proble`me de de´termination de la pression en entre´e, nous obtenons, pour
la solution stationnaire, de bons re´sultats. Ceci est duˆ a` la loi de Barus qui traduit la
de´pendance de la viscosite´ vis-a`-vis de la pression. Dans ce cas de laminage, nous utilisons
un facteur de pression assez e´leve´ (γl = 0.02 MPa
−1). Or, nous avons vu pre´ce´demment
(section 4.5.2.6) que l’e´paisseur de film de lubrifiant en entre´e devient inde´pendante de la
pression lorsque le facteur de pression est e´leve´. Notre formulation est donc totalement
valable pour des lubrifiants dont la viscosite´ augmente fortement avec la pression.


























Fig. 5.10: Pression d’entre´e au cours
du temps.






























Fig. 5.11: Epaisseur de lubrifiant a`
l’entre´e au cours du temps.
La figure 5.11 montre l’e´volution temporelle de l’e´paisseur de lubrifiant calcule´e en
entre´e d’emprise. Nous pouvons ve´rifier la remarque pre´ce´dente : malgre´ une pression d’en-
tre´e assez chaotique, l’e´paisseur de lubrifiant en entre´e e´volue de manie`re continue, sans
oscillations.
La figure 5.12 montre le champ de pression et de cisaillement obtenu par notre algo-
rithme et METAFOR pour le re´gime e´tabli. Ces valeurs peuvent eˆtre compare´es a` celles
obtenues par Liu pour le meˆme proble`me (figure 5.13 et 5.14).
On remarque que la pression obtenue par Liu est le´ge`rement infe´rieure a` celle que nous
obtenons en aval du point neutre. Il en va de meˆme pour le cisaillement. Les champs
de pression et de cisaillement sont e´videmment lie´s : vu que nous obtenons une pression
le´ge`rement plus e´leve´e que Liu en aval du point neutre, la viscosite´ obtenue est plus im-
portante (cette de´pendance est exponentielle d’apre`s la loi de Barus). Par exemple, une
pression de 400 MPa entraˆıne une viscosite´ 2.7 fois plus grande qu’une pression de 350 MPa
et 7.4 fois plus grande qu’une pression de 300 MPa. La moindre petite diffe´rence dans les
courbes de pression va se traduire directement par une grande diffe´rence entre les viscosite´s
correspondantes et sur les cisaillements calcule´s.
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Fig. 5.12: Pression et cisaillement en re´gime e´tabli.
Fig. 5.13: Champ de pression obtenu
par Liu.
Fig. 5.14: Champ de cisaillement ob-
tenu par Liu.
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Remarquons e´galement que la position du point neutre est identique pour les deux
solutions. Ceci renforce l’ide´e que les diffe´rences entre les deux solutions sont dues princi-
palement aux e´carts de viscosite´, par l’interme´diaire de la pression.
Une dernie`re remarque est ne´cessaire : il est important d’avoir a` l’esprit que cette
simulation ne peut mener a` un laminage que si la viscosite´ de´pend de la pression. En effet,
lorsque nous avons aborde´ ce proble`me pour la premie`re fois, nous avons e´te´ bien surpris de
voir une telle simulation puisque, dans la pratique industrielle, le re´gime hydrodynamique
me`ne toujours a` des cisaillements tre`s faibles. Il est meˆme assez complique´ d’effectuer un
laminage en re´gime comple`tement hydrodynamique, sans interactions d’aspe´rite´s. Dans
notre mode`le, nous avons vu que le cisaillement obtenu est inde´pendant de la viscosite´
si celle-ci ne de´pend pas de la pression. En effet, en re´gime stationnaire, l’e´paisseur de
lubrifiant est plus ou moins constante et vaut la valeur calcule´e en entre´e. Cette dernie`re
est d’autant plus grande que la viscosite´ est importante. Par contre, le cisaillement est
d’autant plus faible que l’e´paisseur de lubrifiant est grande. Vu que ces deux relations
sont line´aires dans les deux cas pour une viscosite´ constante, le cisaillement re´sultant est
inde´pendant de la viscosite´. Dans cette simulation, des pressions de l’ordre de 350 MPa
sont atteintes. La valeur de la viscosite´ est donc localement multiplie´e par exp(γl p), c’est-
a`-dire environ 1000 fois, par rapport a` sa valeur a` la pression de re´fe´rence. La de´pendance
vis-a`-vis de la pression est donc essentielle mais nous doutons que la loi de Barus soit valide
dans de telles gammes de pressions.
En conclusion, bien que les parame`tres utilise´s pour cette simulation ont e´te´ certaine-
ment choisis pour obtenir un frottement important (mais pas tre`s physique), nous voyons
que notre algorithme converge et fournit des re´sultats cohe´rents. De plus, ces re´sultats
sont tre`s similaires a` ceux obtenus par Liu. Cet exemple permet de valider la me´thode de
couplage fluide-structure mise en place dans METAFOR. Nous allons cependant utiliser
cet exemple pour e´tudier l’influence des divers parame`tres qui interviennent dans le calcul.
C’est l’objet des prochaines sections.
5.2.3 Comparaison avec une loi de frottement de type Coulomb
Il est assez inte´ressant de comparer les re´sultats obtenus par la nouvelle me´thode de re´-
solution de l’e´quation de Reynolds et ceux obtenus a` l’aide d’une loi de frottement classique
de type Coulomb.
La figure 5.15 repre´sente le coefficient de frottement local (rapport du cisaillement
local et de la pression locale) obtenu avec la loi de frottement hydrodynamique en re´gime
stationnaire le long de l’emprise. On constate que ce coefficient est loin d’eˆtre constant. A
partir de ce graphique, on peut de´duire un coefficient de frottement moyen sur l’emprise
qui vaut, dans ce cas, 0.0522.
Une simulation avec la loi de Coulomb et ce coefficient de frottement moyen a e´te´ effec-
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Fig. 5.15: Coefficient de frottement local.
tue´e et les re´sultats sont pre´sente´s sur la figures 5.16 et 5.17. La premie`re figure compare les
pressions obtenues dans les deux cas. On constate qu’elles sont tre`s similaires. La pression
obtenue par la loi de Coulomb est le´ge`rement infe´rieure a` celle obtenue dans le cas des
e´le´ments finis de lubrification. Par contre, la distribution de cisaillement, repre´sente´e sur la
deuxie`me figure, est assez diffe´rente. Dans le cas de la loi de Coulomb, la transition entre la
zone amont et aval du point neutre est beaucoup plus brusque. En the´orie, la courbe doit
eˆtre discontinue puisque la vitesse relative des deux surfaces ne s’annule qu’en un point.
En pratique, a` cause de la mode´lisation nume´rique par la loi de la pe´nalite´, on obtient un
pente e´leve´e mais pas infinie. On remarque e´galement sur ce graphe que le cisaillement est
plus ou moins uniforme´ment re´parti sur la zone de contact. Ceci est normal puisque la loi
de Coulomb ne de´pend pas du module de la vitesse relative des deux surfaces, comme c’est
le cas pour la lubrification hydrodynamique.
La figures 5.18, 5.19 et 5.20 permettent de comparer les solutions obtenues pour les
deux lois de frottement (Coulomb et lubrification hydrodynamique). Elles repre´sentent
respectivement la de´formation plastique e´quivalente, la contrainte e´quivalente de Von-Mises
et la contrainte de Cauchy selon x (pour permettre de ve´rifier la condition aux limites
correspondant a` la contre-traction impose´e). On remarque qu’il existe de le´ge`res diffe´rences
dans les solutions obtenues. En analysant finement la ge´ome´trie de la surface supe´rieure des
deux solutions, on constate que la solution obtenue avec les e´le´ments finis de lubrification
pre´sente plus d’oscillations que la solution obtenue avec Coulomb.
Remarquons, pour finir, que Liu a effectue´ le meˆme genre de comparaison pour sa
simulation. Il a cependant choisi d’utiliser un coefficient de frottement e´gal a` 0.08 (qui
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Fig. 5.16: Comparaison des pressions
obtenues par une loi de Cou-
lomb et les e´le´ments de lubri-
fication.























Fig. 5.17: Comparaison des cisaille-
ments obtenues par une loi
de Coulomb et les e´le´ments
de lubrification.
0 13 26 39 52 65 78 91 104 117 130
déformationplastique
équivalente [ 10 ]-3
Coulomb
Lubrification
Fig. 5.18: Comparaison des solutions obtenues avec une loi de Coulomb et les e´le´ments
de lubrification.





Fig. 5.19: Comparaison des solutions obtenues avec une loi de Coulomb et les e´le´ments
de lubrification.
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Fig. 5.20: Comparaison des solutions obtenues avec une loi de Coulomb et les e´le´ments
de lubrification.
repre´sente, peut-eˆtre, la moyenne du frottement de sa solution). Ses comparaisons peuvent
eˆtre trouve´es sur les figures 5.13 et 5.14.
5.2.4 Importance des forces de traction et contre-traction
Nous avons vu que l’hypothe`se de la de´pendance de la viscosite´ vis-a`-vis de la pression
est primordiale pour obtenir le laminage de la toˆle. Nous allons voir que les forces impo-
se´es aux deux extre´mite´s de la toˆle sont aussi tre`s importantes. Dans cette section, nous
re´solvons le meˆme proble`me sans appliquer les forces de traction et contre-traction.
Les figures 5.21 et 5.22 montrent les re´sultats obtenus pour les e´paisseurs de film de
lubrifiant au cours du temps. Les meˆmes instants que ceux du proble`me pre´ce´dent, ont
e´te´ choisis pour faciliter la comparaison (voir tableau 5.3) avec les figures 5.4 et 5.5. On
constate que les e´paisseurs de film de lubrifiant sont tre`s semblables dans les deux cas.
Les figures 5.23 et 5.24 repre´sentent les champs de pression au cours du temps. On
remarque que l’e´volution est identique a` celle du cas pre´ce´dent (figures 5.6 et 5.7). Cepen-
dant, les valeurs sont tre`s diffe´rentes. On atteint les 1300 MPa ! Autrement dit une viscosite´
e´norme (de l’ordre de 1012 fois sa valeur a` la pression de re´fe´rence). La valeur maximale
du champ de pression stationnaire est de l’ordre de 800 MPa.
La pre´sence des tractions et contre-traction dans la simulation pre´ce´dente permet de
limiter la pression maximale obtenue en re´gime stationnaire (200 MPa de moins que le cas
sans tractions). Lorsque les tractions ne sont pas impose´es, on obtient des viscosite´s de
lubrifiant trop importantes et qui n’ont rien a` voir avec celles rencontre´es en pratique.
Il est cependant inte´ressant de voir que notre algorithme est assez robuste puisqu’il
re´ussit a` ge´rer convenablement des viscosite´s tre`s variables et tre`s grandes. Dans la suite,
nous conside´rerons le cas avec tractions, vu les re´sultats non physiques obtenus lorsqu’elles
ne sont pas applique´es.
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
128 CHAPITRE 5. Applications nume´riques




























Fig. 5.21: Epaisseurs de film lors de
l’e´crasement.





























Fig. 5.22: Epaisseurs de film conver-
geant vers la solution sta-
tionnaire.























t = t1t = t2
t = t3
Fig. 5.23: Pressions lors de l’e´crase-
ment.























t = t3t = t4
t = t5
t = t6
Fig. 5.24: Pressions convergeant vers la
solution stationnaire.
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5.2.5 Influence des pas de temps
Dans cette section, nous allons voir l’influence du pas de temps sur la solution obtenue.
Nous savons que le pas de temps ne doit en aucun cas de´passer une certaine valeur critique
au dela` de laquelle le sche´ma de convection explicite (ici me´thode de Godunov – volumes
finis) est instable. Cette valeur de´pend du coefficient d’upwind utilise´ pour la convection
(qui n’a rien a` voir avec celui utilise´ pour la re´solution de l’e´quation de Reynolds). Puisque
nous utilisons ici un de´centrage complet, il ne faut pas que la convection des grandeurs aux
points de Gauss se fasse sur plus d’un volume fini (c’est-a`-dire une demi-maille e´le´ment
fini). Nous utilisons une vitesse de 100 m/min. A cette vitesse, la matie`re traverse une demi
maille en 6 10−5 s (chaque maille mesure 0.1 mm de long). Cette valeur est une estimation
du pas de temps maximum puisque nous savons que la matie`re avance plus vite que le
cylindre dans la re´gion situe´e en aval du point neutre.
En ge´ne´ral, nous avons remarque´ que plus la rugosite´ est grande et que l’e´paisseur de
film est faible, plus la convergence est difficile. Nous avons choisi d’utiliser une rugosite´
RMS le´ge`rement plus grande que celle de Liu (Rq1 = 1.5µm) pour tester l’algorithme dans
des conditions de re´gime hydrodynamique en film mince.
Pour faire converger ce cas, il faut impe´rativement de´finir une phase interme´diaire entre
la phase 1 et la phase 2 du calcul. Celle-ci n’a qu’un seul but : de´finir un pas de temps
maximal tre`s petit pour e´viter des divisions du pas de temps les unes a` la suite des autres.
En essayant plusieurs valeurs des pas de temps maximaux, nous avons vu qu’il e´tait
possible de multiplier par 10 le pas de temps de la premie`re phase (∆ t1 = 1 10
−5). Nous
utilisons un pas de temps 500 fois plus petit pour la transition qui ne dure que quelques
pas de temps (∆ t12 = 2 10
−8). Pour la deuxie`me phase, le pas de temps maximum est
∆ t2 = 0.6 10
−5, soit 10 fois moins que le pas de temps critique du sche´ma de convection
ALE.
La figure 5.25 montre les solutions stationnaires obtenues pour les pas de temps maxi-
mum pour la deuxie`me phase de 2 et 6 µs. On constate que les solutions obtenues sont tre`s
similaires.
La figure 5.26 montre la convergence de la pression au premier noeud (zone d’entre´e)
vers la solution stationnaire. On constate qu’il y a de grandes diffe´rences entre les pressions
obtenues dans les trois cas. En effet, la pression obtenue pour un pas de temps de 2 µs est
le´ge`rement supe´rieure a` 300 MPa alors que celle obtenue pour 6 µs est proche de 250 MPa.
Ceci est duˆ au meˆme proble`me que celui rencontre´ pre´ce´demment lors de l’explication de
l’e´volution chaotique de la pression d’entre´e En effet, on a explique´ que la valeur de la
pression au premier noeud n’est pas fiable puisqu’elle peut valoir, suivant le maillage et,
comme nous le voyons ici, suivant le pas de temps, des valeurs non repre´sentatives de celle
dans l’emprise.
Pour mieux comprendre ce phe´nome`ne, nous avons trace´, sur la figure 5.27, les trois
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Fig. 5.25: Solution obtenues pour
∆ t = 2µs et ∆ t = 6µs.






∆ t = 2 µs
∆ t = 4 µs

















Fig. 5.26: Convergence de la pression
d’entre´e vers sa valeur sta-
tionnaire pour 3 valeurs du
pas de temps.















1 : ∆ t = 2 µs
2 : ∆ t = 4 µs
3 : ∆ t = 6 µs








Fig. 5.27: Pression en re´gime e´tabli pour 3 valeurs du pas de temps.
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profils de pression stationnaires obtenus : on voit qu’il sont quasiment identiques bien que
la pression en entre´e soit diffe´rente.
La juxtaposition des 3 courbes sur la figure 5.25 est donc simplement due a` l’invariance
de l’e´paisseur de film en entre´e vis-a`-vis de la pression d’entre´e lorsqu’on utilise une viscosite´
de´pendant de la pression et un facteur de pression important. On pourrait montrer, si
c’e´tait possible de se passer de la de´pendance de la viscosite´ vis-a`-vis de la pression, que
les e´paisseurs de film obtenues seraient alors diffe´rentes dans les trois cas.
5.2.6 Influence de la vitesse de laminage
Dans cette section, nous e´tudions l’influence de la vitesse de laminage sur la solution.
Physiquement, une vitesse plus e´leve´e entraˆıne un film de lubrifiant plus e´pais. Cette de´pen-
dance avec la vitesse est line´aire dans notre mode`le. En multipliant la vitesse le laminage
par deux, on doit multiplier l’e´paisseur de film de lubrifiant par le meˆme facteur.




























Fig. 5.28: Epaisseurs de film obtenues
en re´gime stationnaire pour
diffe´rentes valeurs de la vi-
tesse de laminage (α estime´).





























Fig. 5.29: Idem avec α correct.
La figure 5.28 montre les re´sultats stationnaires obtenus pour des vitesses de 100, 200
et 300 m/min. On est e´tonne´ de voir que la relation de proportionnalite´ annonce´e n’est pas
ve´rifie´e. En fait, cela vient d’un proble`me d’e´valuation de l’angle d’entre´e. Dans la partie
the´orique (section 4.5.2), nous avons de´crit la manie`re dont cet angle est e´value´ : c’est
l’angle entre la tangente a` la matrice et la surface du premier e´le´ment hors de la zone de
contact.
Cependant, utiliser cette approximation donne de tre`s mauvais re´sultats dans le cas
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angleapprox. angle approx.




Fig. 5.30: Calcul de l’angle d’entre´e.
du formalisme ALE. En effet, lors du remaillage de la surface supe´rieure de la toˆle, une
nouvelle ligne brise´e doit eˆtre de´finie a` partir de la surface de la toˆle apre`s le pas lagrangien
qui est e´galement une ligne brise´e. Un algorithme de remaillage [36] est mis en place
pour tenter de ne pas perdre ou gagner de la matie`re lors de cette ope´ration de´licate.
Cet algorithme est certainement tre`s ge´ne´ral et convient parfaitement dans beaucoup de
situations, particulie`rement pour des surfaces lisses. Ne´anmoins, lorsqu’il doit traiter une
surface posse´dant un angle (c’est le cas de la zone d’entre´e du laminage), il a tendance a`
produire des oscillations. Pour contrer ce phe´nome`ne, nous avons de´cide´ de calculer l’angle
en conside´rant le second noeud hors de la zone de contact et pas le premier. Les re´sultats
de la figure 5.28 ont e´te´ obtenus avec une telle approximation. Mais nous voyons qu’elle
n’est pas suffisante, l’erreur e´tant d’autant plus grande que la vitesse de laminage est e´leve´e
(ce qui est normal puisque, le pas de temps e´tant constant, plus la vitesse est e´leve´e, plus
la surface de la toˆle avant et apre`s remaillage est diffe´rente).
La figure 5.29 montre les solutions obtenues lorsque α est calcule´ analytiquement en
fonction de la position du noeud sur la matrice. On constate que les re´sultats obtenus sont
bien en accord, cette fois-ci, avec nos pre´dictions.
La figure 5.31 repre´sente les meˆmes courbes dans le cas ou` les tractions ne sont pas
applique´es aux deux extre´mite´s du domaine. Pour ces re´sultats, nous avons utilise´ l’ap-
proximation nume´rique de l’angle d’entre´e et nous voyons que, dans ce cas, l’e´paisseur
de film est proportionnelle a` la vitesse de laminage. L’effet ne´faste des oscillations sur
le calcul de l’angle d’entre´e est donc accentue´ par la pre´sence des forces de traction et
contre-traction.
Enfin, la figure 5.32 montre les re´sultats obtenus par Liu. On remarque qu’ils sont tre`s
similaires a` ceux trouve´s par METAFOR (figure 5.29). On peut remarquer e´galement que
la pre´sence des forces de traction n’influence pas beaucoup les re´sultats.
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Fig. 5.31: Epaisseurs de film obtenues
en re´gime stationnaire pour
diffe´rentes valeurs de la vi-
tesse de laminage (pas de
tractions).
Fig. 5.32: Idem d’apre`s Liu.
5.2.7 Influence de la rugosite´
La rugosite´ de la toˆle joue un joue sur l’e´paisseur de lubrifiant entraˆıne´e dans l’emprise.
Nous avons effectue´ trois simulations. Pour les deux premie`res, on utilise un cylindre ru-
gueux (Rq2 = 0.2µm) et une toˆle rugueuse (Rq1 = 1µm pour le premier cas et Rq1 = 1µm
pour le deuxie`me). Ces deux simulations sont compare´es au cas ou` la toˆle et le cylindre
sont parfaitement lisses (Rq = Rq1 = Rq2 = 0).
Tout comme pour l’e´tude de l’influence de la vitesse de laminage, on constate que le
calcul de l’angle d’entre´e joue un roˆle important. La figure 5.33 montre les re´sultats obtenus
par l’approximation nume´rique de´crite dans la section pre´ce´dente et la figure 5.34 montre
les meˆmes re´sultats pour un angle calcule´ cette fois analytiquement. On constate que les
re´sultats sont syste´matiquement surestime´s lorsque l’angle n’est pas calcule´ analytiquement
(environ 3µm de trop).
Les re´sultats montrent que l’e´paisseur de film entraˆıne´e dans l’emprise augmente avec la
rugosite´ de la toˆle. En effet, nous utilisons ici une rugosite´ isotrope et le facteur de correction
φx est infe´rieur a` 1. Nous verrons (section 5.2.10) que le roˆle de φs est ne´gligeable dans ce
cas-ci.
On peut aussi remarquer la pre´sence d’une oscillation sur les noeuds proches de la
sortie. Cette oscillations e´taient e´galement pre´sente sur les solutions de la section pre´ce´dente
(figure 5.29) mais moins visibles vu la diffe´rence d’e´chelle. Ces oscillations sont provoque´es,
comme nous l’avons vu lors de l’e´tude du sche´ma de re´solution de l’e´quation de Reynolds
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Fig. 5.33: Epaisseurs de film obtenues
en re´gime stationnaire pour
diffe´rentes valeurs de la ru-
gosite´ de la toˆle (α estime´).




























Fig. 5.34: Idem avec α correct.
(figures 4.31 et 4.32 de la section 4.8.3), par la mauvaise connaissance du gradient de
pression en sortie d’emprise.
La figure 5.35 montre les meˆmes re´sultats pour la meˆme simulation sans traction, ni
contre-traction. On constate que les re´sultats sont tre`s semblables a` ceux trouve´s lorsque
les forces sont applique´es. Pourtant, nous utilisons l’approximation de l’angle d’entre´e et
non sa valeur analytique. Les forces jouent donc un roˆle ne´faste sur l’estimation de l’angle
d’entre´e.
Terminons cette section en signalant que nos re´sultats sont en parfait accord avec ceux
pre´sente´s par Liu (figure 5.36). Sa solution ne posse`de pas d’oscillations puisque la zone
concerne´e n’est pas repre´sente´e sur le graphe publie´. Deux explications sont possibles : soit
les oscillations ont e´te´ volontairement camoufle´es, soit le mode`le de Liu ne prend pas en
compte ni le retour e´lastique de la bande et ni la de´formation du cylindre en aval de la
verticale reliant leur axes (ce qui serait tre`s e´tonnant).
5.2.8 Influence de la me´thode de calcul de l’angle d’entre´e
Nous avons vu, dans les deux sections pre´ce´dentes, que le calcul de l’angle d’entre´e
n’est pas toujours aussi pre´cis que l’on voudrait. Bien suˆr, cet angle peut eˆtre calcule´
analytiquement dans le cas particulier de cette simulation mais nous aimerions pouvoir le
de´duire directement de la ge´ome´trie, sans faire intervenir des grandeurs ge´ome´triques telles
que le rayon du cylindre.
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Fig. 5.35: Epaisseurs de film obtenues
en re´gime stationnaire pour
diffe´rentes valeurs de la ru-
gosite´ de la toˆle.
Fig. 5.36: Idem d’apre`s Liu.
Nous avons vu que ce proble`me ne se pre´sente pas tout le temps : dans le cas de la
simulation sans forces de traction et contre-traction, l’estimation de l’angle d’entre´e calcule´e
a` l’aide du deuxie`me noeud hors de l’emprise au lieu du premier donne de bons re´sultats.
La figure 5.37 montre un zoom sur le maillage obtenu comme solution stationnaire pre`s
de la zone d’entre´e. Les forces de contact sont e´galement repre´sente´es pour avoir une ide´e
de la position du premier noeud en contact. Meˆme a` cette e´chelle, les oscillations de la
surface sont bien visibles. Sur la figure 5.38, nous avons amplifie´ la de´formation 10 fois




Echelle de la deformee 1.00
Echelle des vecteurs
0.10E02
Fig. 5.37: Ge´ome´trie en re´gime e´tabli.
Echelle geometrique
0.100
Echelle de la deformee 10.00
Echelle des vecteurs
0.10E02
Fig. 5.38: Ge´ome´trie en re´gime e´tabli
(de´fo. x10).
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Si on veut, dans la suite de ce travail, se passer d’un calcul analytique de l’angle de la
zone d’entre´e, il faudra impe´rativement mettre au point une nouvelle me´thode de remaillage
des lignes de´limitant les domaines ALE. Cette me´thode devra e´liminer les oscillations au
moins dans un voisinage de la zone d’entre´e.





























Fig. 5.39: Valeurs de l’angle d’entre´e au cours du temps.
La figure 5.39 montre l’e´volution temporelle des valeurs des angles calcule´s par les 2
me´thodes d’approximation (utilisation du premier ou du deuxie`me noeud hors de l’emprise
pour le calcul de la tangente a` la surface de la toˆle) et la valeur analytique. On constate
que les deux approximations sont tre`s me´diocres pour ce proble`me de laminage et qu’il est
donc conseille´ d’utiliser la valeur analytique pour effectuer le calcul.
5.2.9 Influence du type de loi de frottement hydrodynamique
Dans cette section, nous e´tudions l’influence de la loi de frottement, c’est-a`-dire la loi
permettant de de´duire les contraintes de cisaillements lorsque les vitesses de cisaillement
et les e´paisseurs de film de lubrifiant sont connues (e´quation (2.51)).
La figure 5.40 montre les contraintes de cisaillement obtenues dans le cas ou` on utilise
les facteurs de correction de Patir & Cheng et dans le cas ou` on ne les utilise pas (le
surfaces sont conside´re´es lisses uniquement pour le calcul du cisaillement). On remarque
que la correction apporte´e par ces facteurs est non ne´gligeable. Le cisaillement est double´
par rapport au cas lisse dans la partie amont de l’emprise. En aval, le cisaillement est
multiplie´ par un facteur 4. Cette diffe´rence est cause´e par deux phe´nome`nes. Le premier
est un phe´nome`ne direct : les facteurs de correction φf et φfs ont tendance a` augmenter
le frottement ; c’est une conse´quence de leurs expressions mathe´matiques respectives. Le
deuxie`me est indirect : vu que le frottement augmente, la pression augmente e´galement
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1 : pas de correction
2 : correction
Fig. 5.40: Cisaillement en re´gime e´ta-
bli avec et sans correction de
Patir & Cheng.
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Fig. 5.41: Grandeur relative de la cor-
rection en pression.
et, en conse´quence, la viscosite´ augmente ; d’ou` une augmentation du cisaillement et du
frottement.
Remarquons que le point neutre se de´place (voir figure 5.40) lorsque l’on utilise ou non
les facteurs de correction de Patir & Cheng. Ils influencent donc directement les vitesses
de glissement a` l’interface.
La figure 5.41 montre la grandeur du terme de pression de la loi de cisaillement par
rapport au cisaillement total. Vu la petitesse de ce terme dans le cas pre´sent, nous avons
duˆ multiplier son amplitude par 10 pour l’apercevoir sur le graphe. Ce terme est donc
totalement ne´gligeable dans le cadre de cette simulation de laminage.
La figure 5.42 montre la valeurs des coefficients φfs et φfp le long de l’emprise.
5.2.10 Influence des diffe´rents termes de l’e´quation de Reynolds
Nous savons que la valeur de l’e´paisseur de lubrifiant dans la zone d’entre´e peut eˆtre
influence´e par la rugosite´ des surfaces. Il n’est donc pas possible de re´soudre une e´quation
simplifie´e dans la zone d’entre´e, a` moins que la couche de lubrifiant soit suffisamment
e´paisse et que la rugosite´ des deux surfaces devienne ne´gligeable.
Nous allons voir si de telles simplifications peuvent eˆtre faites dans l’e´quation de Rey-
nolds que l’on re´sout pour les noeuds internes de la zone de contact. Les calculs pre´sente´s
dans cette section ont e´te´ obtenus avec une rugosite´ RMS de la toˆle Rq1 = 1µm.
La figure 5.43 montre l’influence du terme de pression dans l’e´quation de Reynolds. La
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Fig. 5.42: Valeur des corrections en cisaillement le long de l’emprise.
solution obtenue sans ce terme est compare´e avec la solution obtenue avec ce terme. On
constate que les solutions sont tre`s similaires. On voit cependant que la solution que ne tient
pas compte des gradients de pression ne posse`de pas d’oscillations en sortie d’emprise. Cela
confirme que ces oscillations sont dues a` une mauvaise e´valuation du gradient de pression
dans la zone de sortie.





























1 : avec terme de pression
2 : sans terme de pression
Fig. 5.43: Influence du terme de pres-
sion.



























1 : Reynolds moyen
2 : Reynolds sans terme p
2
1
Fig. 5.44: Influence du terme de ci-
saillement.
La figure 5.44 montre l’influence du terme de cisaillement traduisant l’influence de la
rugosite´ sur la solution. Pour cette solution, le terme de pression est e´galement supprime´. Il
ne reste donc qu’une simple e´quation traduisant la conservation de la grandeur h u¯ le long
de l’emprise. Vu que la vitesse moyenne augmente le long de l’emprise, il est donc normal
que l’e´paisseur de lubrifiant diminue. On remarque que le terme de cisaillement joue un
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roˆle plus important que le terme de pression. La conclusion serait diffe´rente si l’e´paisseur
moyenne de film dans l’emprise e´tait bien plus grande que la rugosite´ composite des deux
surfaces.
5.2.11 Choix du solveur
Nous avons vu, dans la partie the´orique de ce travail, que la matrice de raideur re´sultant
du couplage entre le lubrifiant et le solide en contact posse`de une largeur de bande bien
plus e´leve´e que celle obtenue avec une loi de Coulomb classique.
Puisque nous n’avons pas encore mis au point un renume´rotation automatique des
noeuds pour re´duire la largeur de bande et une re´actualisation de la ligne de ciel au cours
du temps, la matrice a` inverser a une structure qui n’avantage pas un solveur direct. Les
figures 5.45 et 5.46 montrent les termes non nuls de la matrice de raideur respectivement
dans le cas d’une loi de Coulomb et dans le cas de l’algorithme mis au point dans ce travail.
On remarque que le nombre de termes potentiellement non nuls est plus de deux fois plus
important dans le cas des e´le´ments de lubrification.













Fig. 5.45: Profil de la matrice de rai-
deur (loi de Coulomb).













Fig. 5.46: Profil de la matrice de rai-
deur (lubrification hydrody-
namique).
Nous avons donc eu recours au solveur ite´ratif. Celui-ci a le grand avantage de traiter
uniquement les termes non nuls de la matrice de raideur. Ceci permet de gagner e´norme´-
ment de temps, comme le montrent les re´sultats rassemble´s dans le tableau 5.4. Ce tableau
pre´sente, pour diffe´rents solveurs, les temps de calcul et la me´moire utilise´e pour la re´solu-
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CPU [s] Pas / it. Temps /it [s] Mem [real*8]
GMRES(60) ILUTP(40) 11 s 18 50/78 0.1433 506911
GMRES(20) ILUTP(10) 14 s 82 50/78 0.1900 362221
Solveur direct 58 s 32 50/82 0.7112 540420
Tab. 5.4: Temps de calcul et me´moire utilise´e pour une simulation utilisant les e´le´ments
de lubrification.
CPU [s] Pas / it. Temps /it [s] Mem [real*8]
GMRES(60) ILUTP(40) 6 s 73 41/40 0.1683 468963
Solveur direct 4 s 90 41/46 0.1065 337267
Tab. 5.5: Temps de calcul et me´moire utilise´e pour une simulation utilisant une loi de
Coulomb classique.
tion du proble`me de laminage avec des e´le´ments de lubrification. Le solveur ite´ratif utilise´
est le GMRES dans sa version avec “restart”. Un solveur ite´ratif projette le syste`me donne´
dans un espace (espace de Krylov) de dimension re´duite et re´sout le syste`me projete´ au
lieu du syste`me initial. GMRES(60), ou` le nombre 60 est le parame`tre de restart, signifie
qu’apre`s 60 projections, il se re´initialise (restart) et recommence une se´rie de projections
en gardant la dernie`re approximation trouve´e de la solution du syste`me. Plus le parame`tre
de restart est grand, plus les ite´rations sont couˆteuses mais on converge plus vite vers la
solution.
On utilise un pre´conditionneur pour diminuer le nombre de conditionnement du syste`me
et ainsi faciliter la convergence. Ce pre´conditionneur, ILUTP, est base´ sur la me´thode des
factorisations incomple`tes. ILUTP(40), ou` le nombre 40 est appele´ niveau de remplissage,
signifie que l’on garde 40 termes par ligne lors de la construction du pre´conditionneur. Plus
le niveau de remplissage est grand, plus le pre´conditionneur est puissant mais la chaque
ite´ration demande alors un plus grand effort de calcul.
Les re´sultats sont relatifs a` une simulation jusqu’au temps t = 0.5 10−4s. On remarque
que le solveur ite´ratif est jusqu’a` 5 fois plus rapide que le solveur direct pour ce proble`me.
On remarque e´galement que la me´moire utilise´e est le´ge`rement moindre dans le cas du
solveur ite´ratif. Ce tableau de re´sultat devra eˆtre remis a` jour lorsque l’on aura optimise´
la forme de la matrice de raideur pour le solveur direct.
A titre de comparaison, le tableau 5.5 montre les temps de calcul et la me´moire utilise´e
pour le meˆme proble`me traite´ avec une loi de frottement de Coulomb. Dans ce cas, le
solveur direct est bien entendu le plus rapide.
En conclusion, on voit qu’un proble`me de lubrification est plus couˆteux en temps de
calcul qu’un proble`me utilisant la loi de Coulomb (plus de deux fois pour ce proble`me de
Deuxie`me rapport FRIA 1998-1999 R.Boman
CHAPITRE 5. Applications nume´riques 141
laminage). L’utilisation du solveur ite´ratif pour re´soudre le syste`me d’e´quation de chaque
ite´ration de Newton-Raphson est totalement justifie´. Il nous permet de re´soudre le syste`me
rapidement sans mettre au point une technique de gestion de la ligne de ciel du solveur
direct.
5.2.12 Influence du coefficient d’upwind
Dans cette section, nous e´tudions l’influence du coefficient de de´centrage utilise´ pour
la re´solution de l’e´quation de Reynolds. Nous avons de´ja` effectue´ ce type d’analyse lors de
l’e´tude du sche´ma de re´solution du mouvement de lubrifiant hors du cadre de METAFOR
(section 4.8). Cette analyse nous montrait que le coefficient de de´centrage permettait de
supprimer les oscillations parasites dans la solution mais il introduisait de la diffusion
supple´mentaire pouvant modifier l’e´volution temporelle de la solution.
Remarquons tout d’abord qu’il n’est pas possible d’effectuer la simulation de laminage
avec une coefficient d’upwind nul. La solution obtenue lors des premiers pas de temps
montre des oscillations qui augmentent avec le temps. L’introduction de diffusion artificielle
par l’interme´diaire des fonctions de forme SUPG est donc essentielle au bon fonctionnement
de l’algorithme de couplage entre le lubrifiant et le solide en contact.
La figure 5.47 montre la solution obtenue (Rq1 = 1.5µm) pour trois valeurs du coefficient
d’upwind (α = 0.5, 1 et 2). Vu que les courbes sont pratiquement confondues, nous avons
effectue´ un zoom sur la zone de sortie ou` les solutions sont tre`s le´ge`rement diffe´rentes
(figure 5.48). On constate, comme dans l’e´tude the´orique, que les oscillations en sortie sont
d’autant plus faibles que le coefficient d’upwind est e´leve´.
La figure 5.49 montre l’e´volution temporelle de l’e´paisseur de lubrifiant en un noeud
particulier (noeud 42, θ = 0.115 degre´s).
On constate, comme pre´vu, que le maximum atteint en ce noeud est d’autant plus grand
que la diffusion introduite dans les e´quation est petite (α petit).
5.2.13 Simulation en formalisme lagrangien
Jusqu’a` pre´sent, nous avons utilise´, comme Liu, le formalisme ALE, pour mener a` bien
nos simulations de laminage. Vu que METAFOR est un code ge´ne´ral et vu que nous avons
ge´ne´ralise´ le formalisme de Liu (qui est un formalisme eule´rien), nous avons e´galement la
possibilite´ d’effectuer les meˆmes simulations graˆce au formalisme purement lagrangien.
Cependant, de nombreuses difficulte´s supple´mentaires apparaissent tre`s vite. La prin-
cipale vient de la de´termination des conditions aux limites. En effet, le terme transitoire
de la formule donnant les conditions aux limites 4.53 prend ici une importance non ne´gli-
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Fig. 5.47: Solutions stationnaires pour
diffe´rentes valeurs du coeffi-
cient d’upwind α.











1 : α = 0.5
2 : α = 1.0




















Fig. 5.48: Solutions stationnaires pour
diffe´rentes valeurs du coeffi-
cient d’upwind α (zoom sur
la sortie).











1 : α = 0.5
2 : α = 1.0




















Fig. 5.49: Evolution temporelle de la solution en un noeud particulier en fonction du
facteur d’upwind α.
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geable. Il faut donc de´terminer le plus pre´cise´ment possible ce terme (qui, divise´ par l’angle
d’entre´e, donne une contribution supple´mentaire a` la vitesse moyenne relative d’entre´e).
Il serait possible de remplacer les deux termes de vitesse (vitesse moyenne relative et
terme transitoire) par la vitesse eule´rienne mais cela serait correct uniquement dans le
cas d’une zone d’entre´e qui ne se de´place pas au cours du temps (comme dans le cas de
cette simulation). Vu cette perte de ge´ne´ralite´, nous avons voulu e´viter d’effectuer cette
manipulation de formule.
Remarquons aussi que dans le cas du laminage lagrangien, notre algorithme de´tecte deux
zones d’entre´es (en entre´e et en sortie d’emprise). Cela peut paraˆıtre bizarre a` premie`re
vue mais c’est normal : si on conside`re la zone de sortie d’emprise, et que l’on reste fixe
dans l’espace (approche eule´rienne), on voit sortir le lubrifiant de l’emprise. Par contre, si
on se de´place avec le dernier noeud (qui va plus vite que la toˆle et, donc aussi, plus vite
que le lubrifiant – approche lagrangienne pour le solide), le lubrifiant semble entrer dans
l’emprise puisqu’on avance plus vite que le lubrifiant. Il y a donc deux zones d’entre´e !
Nous utilisons une toˆle de 20 mm de long, 200 mailles sur la longueur (pour avoir la
meˆme taille de maille que dans le cas ALE) et 6 sur l’e´paisseur (comme pour la simulation
ALE). Les parame`tres mate´riels (toˆle, cylindre, lubrifiant), la ge´ome´trie et les parame`tres
nume´riques (upwind, pe´nalite´, tole´rance de Newton-Raphson,...) sont identiques a` ceux
utilise´ pour la simulation ALE.
Nous conside´rons une toˆle et un cylindre parfaitement lisses (la rugosite´ composite est
donc nulle) et les tractions et contre-tractions sont applique´es sur les extre´mite´s de la toˆle.
La strate´gie utilise´e pour atteindre le re´gime e´tabli est la meˆme que pre´ce´demment : une
phase de compression pour obtenir la re´duction voulue et pendant laquelle les forces de
traction et contre-traction sont progressivement applique´es, suivie d’une phase ou` le centre
du cylindre en rotation reste fixe et la toˆle se fait laminer.
Pour e´viter d’accumuler les proble`mes nume´riques, nous utilisons, pour cette simulation
un calcul analytique de l’angle d’entre´e. Nous n’avons pas re´ussi a` obtenir des re´sultats
inte´ressants sans cette hypothe`se (l’e´paisseur de film de lubrifiant obtenue est alors 10 fois
trop petite).
La re´solution d’un proble`me de ce type va montrer les capacite´s de notre algorithme
a` traiter des proble`mes transitoires. En effet, la solution obtenue est, dans le cas d’un
proble`me lagrangien, transitoire bien que, si on regarde uniquement sous le cylindre sans
suivre la matie`re (observateur eule´rien) on espe`re observer un phe´nome`ne stationnaire.
Cependant, celui-ci ne le sera jamais comple`tement
Les figures 5.50 et 5.51 montre les pressions et cisaillements obtenus par les deux forma-
lismes (ALE et lagrangien) lorsque le re´gime e´tabli est atteint. On constate que les courbes
se superposent bien et les re´sultats concordent. On observe cependant un cisaillement glo-
bal le´ge`rement plus e´leve´ dans le cas lagrangien. Ceci est duˆ en partie a` l’e´paisseur de
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Fig. 5.50: Pressions obtenues par les
deux formalismes.
























Fig. 5.51: Cisaillement obtenus par les
deux formalismes.
lubrifiant qui est plus faible dans le cas lagrangien qu’en ALE. On peut voir les e´paisseurs
de lubrifiant sur les figures 5.52 et 5.53.































Fig. 5.52: Epaisseurs de film obtenues
par les deux formalismes.































Fig. 5.53: Epaisseurs de film obtenues
par les deux formalismes (20
pas plus tard).
Ces deux figures sont deux solutions espace´es de 20 pas temporels. On voit que l’e´pais-
seur de film varie fort au cours du temps sur le premier noeud mais qu’elle est stabilise´e
dans l’emprise. La solution lagrangienne s’est stabilise´e 3 microns en dessous de la solution
ALE. Vu les variations de l’e´paisseur de lubrifiant au premier noeud, nous trouvons de´ja`
remarquable que le reste du profil lagrangien ne pre´sente pas plus d’oscillations.
La figure 5.54 montre l’e´volution temporelle de l’e´paisseur de film de lubrifiant calcu-
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Fig. 5.54: Epaisseurs de film en entre´e
obtenues par les deux forma-
lismes.



























Fig. 5.55: Vitesses moyennes (eule´-
riennes) calcule´es par les
deux formalismes.
le´e au premier noeud dans le cas des deux formalismes. On remarque que l’amplitude des
oscillations sur la solution lagrangienne est tre`s grande malgre´ que l’on utilise une estima-
tion analytique de l’angle d’entre´e. On pourrait, en effet, montrer que toutes les grandeurs
(pression, vitesse, ...) oscillent plus ou moins autour de la valeur obtenue par ALE.
La figure 5.55 montre la vitesse d’entre´e calcule´e dans les deux formalismes (c’est prin-
cipalement les oscillations de cette vitesse qui induisent des oscillations sur la valeur de h
en entre´e). Comme nous l’avons dit plus haut, la vitesse ALE se stabilise vers la vitesse
moyenne eule´rienne alors que la vitesse lagrangienne se compose d’une composante lagran-
gienne (la vitesse moyenne relative au maillage) et d’un terme transitoire. C’est ce dernier
terme qui n’est pas e´value´ assez pre´cise´ment.
5.3 Conclusions
Les exemples nume´riques pre´sente´s dans ce chapitre montre que nous sommes capables,
a` l’heure actuelle, de simuler correctement une ope´ration de laminage en re´gime hydrody-
namique en film e´pais et film mince par la me´thode des e´le´ments finis. Nous avons retrouve´
avec une bonne concordance les re´sultats publie´s dans la litte´rature sur ce sujet. Rappelons,
qu’a` notre connaissance, seul Liu a de´veloppe´ un mode`le ou` la toˆle et le lubrifiant est traite´
par la me´thode des e´le´ments finis.
Nous avons cependant constate´, au cours de nos multiples tests sur les parame`tres
du proble`me, qu’il existe principalement plusieurs points proble´matiques qui doivent eˆtre
approfondis pour pouvoir parler d’une formulation tout a` fait ge´ne´rale, inde´pendante du
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proble`me.
• Premie`rement, nous avons vu que la pression dans la zone d’entre´e est en ge´ne´ral tre`s
mal de´finie. Or, la valeur de l’e´paisseur de film de lubrifiant dans la zone d’entre´e
de´pend directement de cette pression (a` moins que l’on utilise une viscosite´ variant
fortement avec la pression, comme le fait Liu). Il faudra donc modifier le calcul
de l’e´paisseur de film de lubrifiant de telle manie`re a` ce qu’elle ne de´pende plus si
fortement de cette valeur. Une solution serait de tenir compte du gradient de pression
dans la zone d’entre´e.
• Deuxie`mement, nous avons constate´ que la ge´ome´trie de la zone d’entre´e tend a` se
de´grader (pre´sence d’oscillations) lors de l’utilisation du formalisme ALE. Ceci est duˆ
a` l’algorithme de remaillage des lignes frontie`res des domaines ALE. En conse´quence,
il est difficile de calculer l’angle d’entre´e avec pre´cision et l’e´paisseur du film de
lubrifiant en entre´e ne peut pas eˆtre calcule´e correctement. La solution que nous avons
utilise´e ici, lorsque la me´thode ge´ome´trique donnait de mauvais re´sultats, consiste a`
calculer analytiquement cet angle en fonction de la position du premier noeud de
contact sur le cylindre. Il faudra donc impe´rativement, dans la suite de ce travail,
mettre au point une me´thode de remaillage des frontie`res des domaines ALE qui
permette un meilleur calcul de l’angle d’entre´e.
• Les deux proble`mes nume´riques que nous venons de citer concernent les conditions
aux limites du proble`me de lubrification. Leur re´solution est ne´cessaire pour pouvoir
simuler correctement des processus stationnaires (laminage, extrusion) et transitoires
(emboutissage, forgeage). Un autre proble`me nume´rique de notre formulation vient
de la de´termination des conditions initiales. Celles-ci sont importantes uniquement
dans le cas de processus transitoires (dans le cas de processus stationnaires tels que
le laminage, peu importe la manie`re dont on atteint le re´gime e´tabli). Pour simu-
ler correctement l’emboutissage, il faudra donc pouvoir de´terminer de fac¸on pre´cise
l’e´paisseur de lubrifiant lors de l’impact du poinc¸on sur la toˆle.
Nous avons e´galement constate´ la supe´riorite´ du formalisme ALE sur le formalisme
lagrangien lorsqu’il s’agit de traiter des proble`mes stationnaires tels que le laminage.
Le proble`me principal supple´mentaire rencontre´ pour le formalisme lagrangien est l’e´va-
luation correcte des de´rive´es temporelles apparaissant dans les e´quations.
En conclusion, nous voyons que l’algorithme permettant la re´solution de l’e´quation de
Reynolds fonctionne tre`s bien. Les difficulte´s proviennent de la de´termination pre´cise a`
partir de donne´es impre´cises (maillage EF approximant une surface courbe, pe´ne´tration
des noeuds en contact) des conditions initiales et limites a` appliquer a` cette e´quation.
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Chapitre 6
Etude de l’indentation d’aspe´rite´s
6.1 De´formation d’aspe´rite´s
Dans les processus de mise a` forme des mate´riaux et en particulier dans le laminage,
une connaissance approfondie des interactions entre le me´tal et les outils est primordiale
pour obtenir une mode´lisation correcte de la re´alite´. En effet, de nombreux phe´nome`nes
microscopiques entrent en jeu dans les zones de contact. Parmi ceux-ci, citons par exemple :
• l’e´crasement et l’indentation des aspe´rite´s formant la rugosite´ de la toˆle et de l’outil ;
• l’e´coulement du lubrifiant dans les valle´es forme´es par les aspe´rite´s ;
• l’endommagement et l’usure des surfaces en contact ;
• la pre´sence d’impurete´s, d’oxides sur la surface de la toˆle, ...
La plupart des codes de simulation actuels (e´le´ments finis ou autres) prennent en compte
ces phe´nome`nes complique´s par l’interme´diaire d’un coefficient de frottement global tra-
duisant le frottement moyen observe´ lors d’une expe´rience (loi de Coulomb).
Dans cette section, nous abordons le phe´nome`ne d’indentation d’une toˆle lisse par un
cylindre rugueux dans le cadre du laminage. Ce phe´nome`ne est principalement observe´
et e´tudie´ dans le cadre du skin-pass, c’est-a`-dire l’impression d’une rugosite´ pre´de´finie sur
la toˆle dans la dernie`re cage du laminoir. Lors de ce processus, la toˆle ne subit qu’une
re´duction minime par rapport aux re´ductions impose´es dans les cages pre´ce´dentes.
D’un point de vue nume´rique, de nombreuses e´tudes ont de´ja` e´te´ poursuivies sur le sujet
de l’indentation. Cependant, celles-ci se concentrent ge´ne´ralement sur une seule aspe´rite´,
voire deux et les conditions aux limites impose´es sont souvent discutables. Nous envisageons
donc de simuler nume´riquement l’indentation d’aspe´rite´s dans un contexte plus global en
simulant l’ope´ration de laminage comple`te sur une portion de toˆle “grande” (cette notion
sera pre´cise´e ulte´rieurement) par rapport a` la dimension des aspe´rite´s.
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De cette manie`re, les conditions aux limites sont automatiquement plus proches de
la re´alite´ Cependant, un tel calcul exige des ressources informatiques importantes et on
comprend tre`s vite pourquoi de telles simulations n’e´taient pas re´alisables il y a quelques
anne´es encore.
6.2 Description de la simulation
La simulation pre´sente´e est un cas de skin-pass. Le but est d’imprimer une rugosite´
pe´riodique sur la toˆle. Le cylindre est rugueux et suppose´ rigide. La toˆle est initialement
parfaitement lisse et de´formable. Vu la syme´trie du proble`me, on n’e´tudie qu’une demi
e´paisseur de toˆle. La loi d’e´crouissage du mate´riau utilise´ pour la toˆle est du type e´lasto-
plastique a` e´crouissage isotrope non line´aire. On mode´lise des aspe´rite´s en dents de scie
(figure 6.5) espace´es uniforme´ment sur la surface du cylindre. Le contact entre la toˆle est
les aspe´rite´s du cylindre est suppose´ sans frottement. Les valeurs nume´riques utilise´es sont
regroupe´es dans le tableau 6.1 (voir aussi la figure 6.2 pour les notations utilise´es).
Module de Young E = 200 GPa
Coefficient de poisson ν = 0.3
Loi d’e´crouissage σY = 171(1 + 121.75 ǫ¯
p)0.23 MPa
Rayon cylindre R = 209 mm
Base aspe´rite´s b = 0.05 mm
Angle aspe´rite´s θ = 1.19028995 rad
Epaisseur de la toˆle t = 0.5175 mm
Longueur de la toˆle l = 10 mm
Tab. 6.1: Proprie´te´s mate´rielles et ge´ome´triques du cas pre´sente´
La simulation de laminage se de´roule en deux phases bien distinctes. Dans un premier
temps, le cylindre de laminage descend sur la toˆle et commence a` l’indenter (de´placement
vertical impose´ a` 20 microns). Pendant cette phase, la toˆle s’aplatit et e´pouse la forme
courbe du cylindre. Cette premie`re phase ne correspond pas a` ce qui se passe dans la
re´alite´ (la toˆle est engage´e dans l’emprise). Cependant, cette e´tape permet de gagner un
temps pre´cieux et d’e´viter des proble`mes de contact difficiles.
La deuxie`me e´tape commence lorsque la re´duction voulue (20 microns) a e´te´ atteinte.
On impose alors au cylindre une rotation a` vitesse constante jusqu’a` ce qu’une aspe´rite´
parcoure la totalite´ de l’emprise, ce qui permet de bien approximer la solution finale qui
doit eˆtre stationnaire.
La simulation est effectue´e sous l’hypothe`se quasistatique en e´tat plan de de´formation.
Le contact est traite´ par la me´thode de la pe´nalite´ avec un coefficient de pe´nalite´ de
5 103N/mm.
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6.3 Ge´ne´ration du maillage
La ge´ome´trie initiale de la toˆle est un domaine rectangulaire qui doit eˆtre maille´ tre`s
finement sur la face supe´rieure qui va eˆtre indente´e. Pour obtenir une description correcte
de la surface en contact au cours du calcul, il faut utiliser un minimum de 20 a` 30 mailles
par aspe´rite´. Un maillage classique (avec des mailles partout similaires) de la totalite´ du
domaine entraˆınerait un nombre de mailles beaucoup trop important (de l’ordre de 200000).
4mailles
2 mailles




Fig. 6.2: Ge´ne´ration de la surface du cylindre (b = 30µm, R = 10µm, θ = 1.19 rad =
68.22 degre´s)
De plus, le coeur de la toˆle serait maille´ d’une manie`re beaucoup trop fine. En effet, si
on utilise par exemple 10000 mailles sur la surface de la toˆle, il faudra en utiliser autant sur
l’axe de syme´trie de la toˆle (les lignes en vis-a`-vis doivent eˆtre constitue´es du meˆme nombre
de mailles). Or, on pourra constater par la suite que les de´formations restent confine´es dans
le voisinage de la peau supe´rieure.
Fig. 6.3: Ge´ome´trie et maillage (51000 e´le´ments) — vue globale (10 mm de largeur)
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Fig. 6.4: Ge´ome´trie et maillage — zoom au droit de l’axe des cylindres (600 µm de
largeur)
Fig. 6.5: Ge´ome´trie et maillage — zoom a` l’e´chelle des aspe´rite´s (60 µm)
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Nous avons donc utilise´ un maillage quadrangulaire d’un autre type qui permet de
de´finir un nombre de noeuds diffe´rent sur la face supe´rieure et la face infe´rieure du domaine.
Lorsqu’on progresse de l’axe de syme´trie de la toˆle vers sa surface, on ge´ne`re le maillage
par couches successives. Pour chaque nouvelle couche, on peut soit de´cider de garder le
nombre de mailles constant, soit le multiplier par deux suivant le motif de la figure 6.1.
L’utilisation de ce type de maillage a ne´cessite´ la mise au point d’un petit programme
auxiliaire pour pouvoir automatiser sa cre´ation. Pour ce nouveau mailleur, l’utilisateur
entre toutes les donne´es ge´ome´triques du proble`me. Il spe´cifie e´galement l’e´paisseur de la
couche surfacique dans laquelle la taille des mailles va eˆtre progressivement re´duite.
Pour la simulation pre´sente´e, nous utilisons 200 mailles sur l’axe de syme´trie et 6 couches
ou` le nombre de mailles est multiplie´ par deux. On obtient ainsi 12800 mailles en surface,
c’est-a`-dire des mailles cubiques de 0.74 microns (pour rappel, la largeur d’une aspe´rite´ est
de 30 microns).
Pour repre´senter le cylindre de laminage rigide et ses aspe´rite´s, nous devons de´finir une
matrice de contact compose´e de segments de´crivant les aspe´rite´s. Cependant, il n’est pas
pensable d’obtenir des re´sultats avec des aspe´rite´s parfaitement triangulaires. En effet, pour
des raisons de convergence nume´rique, la normale a` la surface de contact doit eˆtre continue.
Nous devons donc introduire des conge´s de raccordement chaque fois que l’intersection de
deux droites forme un angle vif.
Pour ge´ne´rer de fac¸on automatique et rapide la surface du cylindre, nous avons mis au
point un deuxie`me petit programme dans lequel l’utilisateur entre les donne´es relatives a`
une aspe´rite´ ainsi que leur nombre, leur espacement et les rayons des conge´s de raccorde-
ment. Ce programme ge´ne`re e´galement un fichier de visualisation entie`rement parame´tre´
pour le post-traitement des re´sultats.
Dans notre cas, on utilise 500 aspe´rite´s avec des conge´s de raccordement de 0.01 mm
Le proble`me ainsi discre´tise´ posse`de 51000 e´le´ments et 114819 degre´s de liberte´.
6.4 Re´sultats obtenus
Vu la taille de la simulation, deux proble`mes se sont pose´s lors de son exe´cution :
• La me´moire ne´cessaire est tre`s importante bien que la largeur de bande moyenne du
syste`me a` re´soudre soit faible (93). Le proble`me occupe 468 Mo en me´moire centrale.
Bien que nos machines posse`dent 1.5 Go de me´moire, il n’est pas possible a` l’heure
actuelle d’augmenter la taille du proble`me. En effet, la version actuellement utilise´e
du logiciel de pre´traitement des donne´es est assez vieille et ne permet pas d’utiliser
un nume´ro de noeud supe´rieur a` 99999. Cependant, des travaux sont en cours pour
reme´dier tre`s bientoˆt a` cette limitation artificielle du code.
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• Le temps de calcul est tre`s long (environ 4 semaines). Envisager un proble`me plus
gros entraˆınerait ine´vitablement des attentes encore plus longues. Cependant, vu
la puissance croissante des machines, nous pensons que cet inconve´nient sera de
moins en moins crucial a` moyen terme. Nous avons e´galement tente´ de re´soudre
le proble`me avec une matrice de raideur syme´trise´e mais le gain de temps obtenu
pour l’inversion de chaque syste`me d’e´quations est compense´ par l’augmentation du
nombre de syste`mes a` inverser a` cause de la de´te´rioration de la convergence. Au total,
il n’est pas inte´ressant, dans ce cas, d’utiliser de syme´triser la matrice de raideur.
La premie`re phase du calcul (descente du cylindre de 20 microns) ne´cessite 1858 pas
de temps et 128 h 10’ de calcul. Apre`s cette phase, le cylindre est mis en rotation. Nous
montrons ici les re´sultats apre`s une rotation de 0.3 degre´, c’est a` dire un avancement de 1
mm de la toˆle dans l’emprise. Ces re´sultats correspondent a` 3155 pas de temps et 212 h
21’ de calcul.
Pour acce´le´rer le calcul, nous avons essaye´ d’utiliser le solveur ite´ratif (GMRES) au
lieu du solveur direct traditionnel (Gauss et SKYLINE). Celui-ci permet d’e´conomiser
le´ge`rement l’espace me´moire ne´cessaire a` l’exe´cution du proble`me mais il n’est pas possible
de gagner du temps. Cette constatation n’est pas e´tonnante quand on sait que le solveur
ite´ratif est d’autant plus puissant que la largeur de bande moyenne du syste`me a` re´soudre
est importante (il n’en serait pas de meˆme pour un proble`me 3D). Or ici, la largeur de
bande reste tre`s limite´e (93 sur un total de 114819 degre´s de liberte´).
Nous avons choisi de repre´senter la de´forme´e et la de´formation plastique e´quivalente
dans trois zones diffe´rentes : au de´but de l’emprise, dans l’emprise et en sortie d’emprise.
La figure 6.6 repre´sente la situation a` la sortie de l’emprise. On voit que la toˆle a e´te´
indente´e et que les aspe´rite´s forme´es (rugosite´ transmise) situe´es a` droite ne sont plus en
contact.
On constate e´galement que certaines aspe´rite´s du cylindre ne sont pas totalement rem-
plies de matie`re (partie amont de l’aspe´rite´). Ceci est duˆ a` la le´ge`re re´duction d’e´paisseur
impose´e. En effet, la toˆle e´tant comprime´e par les cylindres a tendance a` se dilater dans la
direction de laminage par effet de Poisson. Les aspe´rite´s sont donc de´place´es vers la droite.
Cependant, le cylindre reste fixe et les aspe´rite´s, nouvellement forme´es subissent un le´ger
labourage (voir a` ce sujet les “valle´es” planes entre deux pics sur la droite de la figure 6.6).
C’est un phe´nome`ne inte´ressant car on aurait plutoˆt tendance a` dire que c’est le contraire
qui devrait se produire.
La figure 6.7 montre un agrandissement au droit de l’axe reliant les centres des deux
cylindres. Le maillage est e´galement repre´sente´. On constate que les mailles sont le´ge`rement
penche´es dans le sens du laminage. C’est normal puisque l’avancement de la toˆle est duˆ
uniquement a` l’entraˆınement des aspe´rite´s du cylindre sur la surface indente´e de la toˆle.
Cette figure permet aussi de se faire une ide´e sur la couche surfacique de matie`re influence´e
par les aspe´rite´s du cylindre (environ la hauteur repre´sente´e sur la figure – soit plus ou
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moins 50 microns). Il serait donc inte´ressant de recommencer un calcul identique avec un
maillage plus fin dans cette zone.
La figure 6.9 montre l’entre´e de l’emprise. On voit tre`s bien sur cette figure les nouveaux
contacts qui apparaissent au fur et a` mesure que le cylindre tourne. Il est aussi inte´ressant
de remarquer comment se remplissent les cavite´s entre les aspe´rite´s. Comme sur les autres
figure, nous avons ici aussi une estimation de la zone d’influence des aspe´rite´s (environ 50
microns).
6.5 Perspectives
Nous avons vu que, malgre´ la lourdeur de la simulation, METAFOR est capable de ge´rer
un proble`me de laminage incluant l’indentation d’aspe´rite´s. Nous regroupons ci-dessous une
premie`re liste de perspectives inte´ressantes suite a` notre premier contact avec le proble`me :
• Apre`s avoir montre´ qu’une telle simulation est possible, il faudrait faire varier tous les
parame`tres pre´sents dans la simulation pour e´tudier leur influence sur les re´sultats.
Citons en particulier, la loi de comportement utilise´e pour la toˆle (e´crouissage), la
taille et la forme des aspe´rite´s (ge´ne´ration ale´atoire de la taille des aspe´rite´s), le
frottement local au niveau des aspe´rite´s (ici suppose´ nul), le rayon du cylindre et les
forces applique´es.
• Il faudrait aussi porter une attention toute particulie`re a` la loi constitutive utili-
se´e pour de´crire le mate´riau ainsi qu’a` l’influence des parame`tres introduits sur les
re´sultats obtenus.
• Il serait inte´ressant de prendre en compte la de´formation du cylindre. En effet, il est
bien connu que la de´formation du cylindre est tre`s importante dans une ope´ration de
’skin-pass’. Ne´anmoins, cela ne´cessite de mailler le cylindre (ou au moins une couche
superficielle) et on rencontrerait des proble`mes similaires a` ceux rencontre´s pour le
maillage de la toˆle. De plus, la taille du proble`me augmenterait e´norme´ment. Donc
un temps de calcul bien plus e´leve´.
• Pour diminuer conside´rablement le temps de calcul, l’utilisation d’une machine multi-
processeurs serait tre`s be´ne´fique. Il faudrait donc paralle´liser le code ou tout du moins
les routines les plus gourmandes en temps de calcul telles que le solveur mais aussi
la recherche des noeuds en contact et l’inte´gration des e´quations constitutives.
• L’utilisation d’une fonction de ‘restart’ (bientoˆt pre´sente dans METAFOR) permet-
trait de gagner beaucoup de temps lors des simulations. En effet, il peut arriver que
le calcul ne converge plus apre`s plusieurs dizaines voire centaines d’heures de calcul
pour toutes sortes de raisons (coefficient de pe´nalite´ mal adapte´, pre´cision demande´e
trop faible, mauvaise de´finition du centre de rotation, ...). Il est donc primordial, dans
ces cas la`, de pouvoir recommencer le calcul le´ge`rement avant le passage critique.
• Pour garantir la qualite´ du maillage pendant tout le calcul, un algorithme de re-
maillage adaptatif serait une bonne chose. Couple´e au point pre´ce´dent, l’utilisation
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du formalisme Arbitraire Lagrangien Eule´rien (ALE) permettrait certainement une
convergence plus rapide de chaque pas de temps et donc des pas de temps plus grands.
• Il serait aussi inte´ressant de conside´rer une toˆle non plus lisse mais rugueuse pour
examiner l’interaction des aspe´rite´s lors du laminage.
• La prise en compte d’un lubrifiant dans les valle´es inter-aspe´rite´s pourrait aussi rendre
le mode`le plus re´aliste.
• Utiliser un e´crouissage cine´matique pourrait eˆtre une bonne ide´e si le phe´nome`ne de
labourage est observe´ et dans le cas du skin-pass. Cependant, nous pensons que l’in-
fluence de ce type de loi joue un roˆle secondaire (moins important que la de´formation
du cylindre par exemple).
• Enfin, la mise au point d’un algorithme multi-grilles – une grille grossie`re pour les
de´formations globales a` laquelle on superpose une grille fine dans le voisinage de
l’interface – pourrait e´galement conduire a` de substantielles e´conomies de temps de
calcul.
6.6 Conclusions
La simulation de skin-pass re´alise´e prouve que METAFOR est capable de ge´rer des pro-
ble`mes complexes se de´roulant a` plusieurs e´chelles diffe´rentes (centime`tres pour la toˆle et
microns pour les aspe´rite´s) sans trop de difficulte´s. Le proble`me principal est le temps ne´-
cessaire pour le calcul. Cependant, les nouvelles technologies (processeurs plus puissants)
ainsi que les nouvelles techniques nume´riques (paralle´lisation, remaillage, ALE) permet-
tront certainement d’e´tudier efficacement ce proble`me en profondeur.


































































































































































































































































































































































































































































































































































































Ce rapport pre´sente le travail effectue´ pendant un an sur la the´orie de la lubrification
dans le cadre des ope´rations de mise a` forme des mate´riaux. En effet, nous avons de´cide´ de
se´parer comple`tement le rapport de premie`re anne´e de bourse F.R.I.A. et celui de deuxie`me
anne´e vu que les sujets traite´s le permettaient.
Le travail de cette anne´e a totalement exploite´ les re´sultats et les algorithmes mis au
point la premie`re anne´e. Il s’agit des deux me´thodes de convection des grandeurs stocke´es
aux points de Gauss dans le cadre du formalisme Arbitraire Lagrangien Eule´rien (ALE).
En effet, nous avons vu dans ce rapport que la pre´cision des re´sultats obtenus lors de la
re´solution des e´quations du mouvement du lubrifiant dans la zone de contact e´tait due en
grande partie a` l’utilisation de se formalisme tre`s ge´ne´ral.
Apre`s avoir introduit les e´quations a` re´soudre dans le chapitre introductif, nous les avons
applique´es en reprogrammant comple`tement le mode`le de lubrification mixte de Marsault
pour la re´solution du laminage a` froid de toˆles minces. Bien que cette partie du travail
n’est pas originale, elle nous a permis de nous familiariser avec les concepts complique´s
de la lubrification et des me´canismes d’e´crasement d’aspe´rite´s. On peut dire e´galement
que c’est la seule (mais importante) expe´rience que nous avons acquise dans l’e´tude du
re´gime mixte, toujours encore tre`s mal compris a` l’heure actuelle, vu la complexite´ des
phe´nome`nes microscopiques et macroscopiques entrant en jeu. Nous avons prouve´, dans ce
chapitre, que notre imple´mentation de ce mode`le est correcte et que nous retrouvons les
re´sultats obtenus par Marsault.
L’e´tape suivante consistait a` introduire un tel mode`le de lubrification dans notre code
de calcul par e´le´ments finis, METAFOR. Cette adaptation n’est malheureusement pas
directement possible pour plusieurs raisons que nous avons explique´es en de´tails. Nous
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avons duˆ nous contenter de re´soudre l’e´quation de Reynolds moyenne correspondant a`
des cas ou` les aspe´rite´s des deux surfaces en contact ne sont pas en contact. Cependant,
l’influence des aspe´rite´s sur l’e´coulement est prise en compte par des facteurs d’e´coulement.
Bien que cette e´quation est unidimensionnelle et ne posse`de qu’une inconnue (l’e´paisseur
locale de lubrifiant), la re´solution n’est pas aise´e vu les fortes non line´arite´s pre´sentes dans
l’e´quation. De plus, notre approche ALE nous ame`ne a` conside´rer un maillage mobile dont
le nombre de noeuds e´volue dans le temps au fur et a` mesure que les noeuds du maillage
entrent ou` quittent la zone de contact.
La me´thode que l’on a utilise´e est base´e sur le travail de Liu & Hu. Nous avons cependant
duˆ ge´ne´raliser cette formulation du proble`me pour le formalisme ALE et pour tenir compte
des termes transitoires pre´sents dans l’e´quation de Reynolds.
Comme application nume´rique, nous pre´sentons une simulation de laminage pre´ce´dem-
ment effectue´e par Liu, pour valider son algorithme. Nous avons montre´ que nous obtenons
les meˆmes re´sultats que lui. Nous avons ensuite de´taille´ toutes les difficulte´s rencontre´es
pour obtenir ces re´sultats. Celles-ci peuvent se re´sumer comme suit :
• Le formalisme lagrangien fournit de moins bons re´sultats que le formalisme ALE.
En effet, les e´quations re´solues dans les deux cas ne sont pas les meˆmes. Pour le
proble`me ALE, lorsque la solution stationnaire est atteinte, on re´sout exactement les
e´quations eule´riennes pre´sente´es par Liu (pas de de´rive´es temporelles). Par contre,
lorsqu’on effectue une approche lagrangienne du proble`me, les termes de l’e´quation de
Reynolds sont calcule´s diffe´remment (les de´rive´es temporelles, difficiles a` calculer avec
pre´cision, correspondent a` des de´rive´es spatiales du formalisme ALE. Bien que les
solutions obtenues seraient identiques dans le cas des deux formalismes si elles e´taient
re´solues sur un maillage infiniment fin avec des parame`tres (vitesses, pressions,...)
calcule´s exactement, on constate en pratique que la solution ALE est, de loin, la plus
pre´cise.
• L’e´valuation des conditions initiales est proble´matique. En effet, a` cause notamment
de l’utilisation de la me´thode de la pe´nalite´ pour la gestion du contact et des pe´-
ne´trations qui en re´sultent, il n’est pas facile de de´duire pre´cise´ment la ge´ome´trie
et le champ de vitesse lors d’un impact (de´but du calcul). Cependant, les condi-
tions initiales a` appliquer a` l’e´quation de Reynolds sont extreˆmement sensibles a` ces
deux donne´es. Nous avons donc, pour l’instant, fixe´ les conditions initiales comme
des constantes connues et donne´es par l’utilisateur du code. Remarquons cependant
que ces valeurs n’influencent pas le re´gime e´tabli lorsqu’on s’inte´resse a` un processus
stationnaire. Par contre, des conditions initiales pre´cises seront indispensables pour
traiter des proble`mes transitoires (emboutissage).
• Le meˆme proble`me apparaˆıt pour la de´termination des conditions aux limites. En
effet, vu que la surface de la toˆle, physiquement continue, est discre´tise´e par une se´rie
de segments de droite, il est assez complique´ de calculer correctement l’angle d’entre´e
dans la zone de contact. La pression aux noeuds extreˆmes de la zone de contact est
aussi tre`s fluctuante avec l’entre´e en contact (et la sortie) des noeuds dans la zone.
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Vu que ces deux grandeurs apparaissent explicitement dans l’e´quation fournissant
les conditions aux limites, la pre´cision de ces dernie`res n’est pas toujours excellente.
Ce proble`me est moins prononce´ dans le cas de lubrifiants dont la viscosite´ de´pend
fortement de la pression par la loi de Barus. Dans ce cas particulier, la valeur de
l’e´paisseur de film de lubrifiant devient inde´pendante de la pression. Le proble`me de
l’angle, quant a` lui, doit eˆtre re´solu au cas par cas.
En conclusion, nous pensons que nous avons mis au point un algorithme permettant
de simuler correctement des processus stationnaires en re´gime hydrodynamique graˆce au
formalisme ALE. Quelques ame´liorations pourront eˆtre apporte´es dans le futur. Pour des
proble`mes purement transitoires, comme l’emboutissage qui nous inte´resse tout particulie`-
rement, une de´termination pre´cise des conditions initiales devra eˆtre mise au point. Il n’y
aura cependant pas d’autres modifications a` ajouter a` la me´thode de re´solution puisque
celle-ci tient compte de´ja` des phe´nome`nes transitoires (termes transitoires dans l’e´quation
de Reynolds, e´volution temporelle de la zone de contact et prise en compte des conditions
aux limites variables au cours du temps).
7.2 Perspectives
Le travail de ces deux anne´es pre´sente de nombreuses perspectives pour ame´liorer le
mode`le fonctionnant a` ce jour. Ces perspectives ont e´te´ e´nume´re´es tout au long de ce
manuscrit et nous reprenons rapidement les principales directions de recherche que nous
allons nous fixer dans la suite :
• Nous allons tout d’abord essayer de re´soudre les proble`mes provenant de la mauvaise
e´valuation de la pression et de l’angle d’entre´e pour la de´termination pre´cise des
conditions aux limites. Pour ce faire, il sera possible de tenir compte du gradient de
pression dans l’analyse de la zone d’entre´e (suppose´ nul jusqu’a` pre´sent). On pourra
e´galement utiliser des fonctions splines pour approximer correctement la ge´ome´trie
de cette zone critique.
• Nous allons mettre au point une nouvelle me´thode de remaillage des frontie`res des
domaines ALE pour permettre une meilleure approximation de la zone d’entre´e et
e´viter ainsi les oscillations apparaissant dans la solution.
• L’utilisation d’un mailleur adaptatif (avec un nombre de mailles qui varie au cours
du temps et, donc, une topologie du maillage variant tout au long du calcul) pourra
eˆtre bientoˆt envisage´e. Ce maillage adaptatif, permettra, dans le cas du formalisme
ALE, de raffiner se´lectivement la zone d’entre´e pour obtenir plus de pre´cision sur sa
ge´ome´trie exacte.
• Il serait e´galement inte´ressant d’essayer de re´soudre nume´riquement l’e´quation de
Reynolds dans la zone d’entre´e du lubrifiant (pour l’instant, la re´solution est en
grande partie analytique). Cela permettra certainement de se passer des principales
hypothe`ses effectue´es lors de l’inte´gration analytique. On pourra ainsi comparer les
solution obtenues analytiquement et nume´riquement.
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• Il sera inte´ressant d’e´tudier plus en de´tail l’importance de couplage entre les noeuds
apparaissant dans la matrice de raideur tangente du syste`me. On pourra alors cer-
tainement ne´gliger certains d’entre-eux et, a` l’aide d’une me´thode de re´actualisation
de la ligne de ciel, permettre une re´solution rapide du proble`me de lubrification par
un solveur direct traditionnel (pour rappel, on a utilise´, dans ce travail, un solveur
ite´ratif, en moyenne cinq fois plus performant que le solveur direct actuel).
• Il faudra e´tendre notre me´thode au cas axisyme´trique (en coordonne´es cylindriques)
pour pouvoir traiter des proble`mes tels que l’emboutissage sphe´rique. Des formula-
tions en coordonne´es sphe´riques existent de´ja` pour ce type de proble`me. Il faudra
cependant utiliser les coordonne´es cylindriques pour pouvoir traiter des proble`mes
d’extrusion cylindriques. Dans le cas de ces syste`mes de coordonne´es diffe´rents, l’ana-
lyse de la zone d’entre´e est bien plus complique´e et une inte´gration analytique de
l’e´quation de Reynolds n’est plus possible en toute ge´ne´ralite´.
• Du point de vue du mode`le de lubrification, nous ajouterons une e´quation d’e´crase-
ment d’aspe´rite´ semblable a` celle utilise´e par Marsault. On introduira e´galement des
e´quations d’e´crasement d’aspe´rite´s (Wilson & Sheu, Sutcliffe, ...). On pourra alors
traiter des simulations en re´gime mixte. Cette partie ne sera pas e´vidente puisque,
a` l’heure actuelle et d’apre`s nos sources, aucun mode`le EF n’existe pour le re´gime
mixte.
• Il sera inte´ressant d’introduire les effets thermiques dans le mode`le de lubrification.
Pour ce faire, on pourra, tout d’abord ne traiter que la conduction dans le film de
lubrifiant a` l’aide d’une e´quation de la chaleur simplifie´e et inte´gre´e sur l’e´paisseur. On
ajoutera ensuite les effets de convection et la de´pendance des parame`tres constitutifs
du lubrifiant vis-a`-vis de la tempe´rature.
• Enfin, notre se´jour au Portugal dans le cadre de la confe´rence ESAFORM nous a
montre´ qu’il existe maintenant un sche´ma de convection du deuxie`me ordre, simple,
efficace et bien adapte´s pour l’e´tape de convection des grandeurs aux points de Gauss
en formalisme ALE. Cette me´thode permet d’obtenir une solution tre`s pre´cise en
limitant au maximum la diffusion artificielle. En conse´quence, les grands gradients
de contraintes pre`s de la surface de la toˆle lamine´e peuvent eˆtre obtenus avec une
bonne pre´cision, meˆme sur un maillage grossier. A l’heure actuelle, cette me´thode peut
traiter uniquement des e´le´ments triangulaires du second degre´ (qui n’existent pas dans
METAFOR). On pourra donc soit programmer ces e´le´ments (qui montrent de plus en
plus leur supe´riorite´ vis a` vis des traditionnels quadrangles line´aires, principalement
lorsqu’il faut remailler la structure) et utiliser l’algorithme tel quel, soit adapter cet
algorithme a` des e´le´ments quadrangulaires.
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Annexe A
Inte´gration de l’e´quation de Reynolds
dans la zone d’entre´e
A.1 Introduction : premie`re inte´gration de l’e´quation
de Reynolds
Cette section de´crit la me´thode utilise´e par Hu & Liu [15] pour de´terminer l’e´paisseur
du film d’huile au de´but de la zone de travail (qui est aussi le de´but de la zone de calcul)
dans le cas du laminage en re´gime e´tabli.






































Pour la suite, on pose la viscosite´ (η) constante sur la zone d’entre´e. De plus, la vitesse
moyenne (u) et la vitesse de glissement (v) peuvent eˆtre conside´re´s comme constant sur la
zone d’entre´e. Enfin, on suppose que la de´rive´e de la pression est nulle a` l’entre´e de la zone
de travail. Apre`s ces simplifications, on obtient un e´quation diffe´rentielle du premier ordre






= (h(x)− h(xi))u(xi) + v(x) σ
2
(φs(x)− φs(xi)) (A.3)
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A.2 Deuxie`me inte´gration : me´thode de Hu & Liu
On conside`re un profil parabolique pour l’e´paisseur du film de lubrifiant dans la zone
d’entre´e. Cette parabole est telle qu’elle posse`de la courbure du rouleau de laminage en
x = xi :




L’e´paisseur de film de lubrifiant adimensionnelle est obtenue en divisant cette parabole par
la rugosite´ composite des deux surfaces en contact (σ) :
z(x) = h(x)/σ (A.5)
Les facteurs d’e´coulement de Tripp s’e´crivent :









En introduisant ces expressions (A.4, A.5, A.6, A.7) dans l’e´quation de Reynolds inte´-






u(x2−x2i )2R − vσ2
































L’inte´gration de cette dernie`re expression par rapport a` x de −∞ a` xi donne une
expression assez complique´e (re´sultat fourni par MATHEMATICA 3.0) :
p(−∞)− p(xi) = Rη
3 hiσ
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avec les expressions suivantes pour les coefficients des termes en arc-tangente :
A1 = 12σ
(











6vσ(σ2a − σ2b )− 6h0(2uσ2 + v(σ2a − σ2b ))
)
(A.11)









6vσ(σ2a − σ2b ) + 6h0(2uσ2 + v(σ2a − σ2b ))
)
(A.12)
= A4 + A5
Dans la suite, nous conside´rons que :
x2i > 2hiR ±
√





Ce qui implique e´galement que x2i > 2hiR. Cette hypothe`se est justifie´e en laminage puisque
la frontie`re entre la zone d’entre´e et la zone de travail est ge´ne´ralement approxime´e par
x2i = R(2R− t) ou` t est la re´duction subie par la toˆle.
Tous les radicants de l’expression (A.10) sont ne´gatifs. Les termes contenant des arc-
































































= −i a3/2 (A.15)
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on obtient dans notre cas :
(2hiR− x2i )3/2 = −i (x2i − 2hiR)3/2 (A.16)
et l’expression (A.10) se transforme en :
p(xi) = − Rη
3 hiσ

























































Pour pouvoir encore simplifier l’expression de la pression a` l’entre´e de la zone de travail,
il faut faire de nouvelles hypothe`ses sur le processus e´tudie´. En supposant que :
x2i ≫ 2hiR ±
√
6Rσ (A.18)


































−2hiR + x2i ±
√
6Rσ)2









Remarquons que, dans les deux cas, le radicand du de´nominateur ne peut pas se re´duire
a` xi contrairement a` celui du nume´rateur.
Apre`s un groupement des termes en ’u’ et des termes en ’v’, on retrouve finalement la
formule annonce´e par Liu (le terme (σa − σb) est remplace´ par (σ2a − σ2b ), ce qui rend la
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